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Аннотация. Приводятся результаты спектрального анализа смеси хаотических 

сигналов. Аналитически показано, что  по спектру мощности можно 

обнаружить наличие фрактального сигнала в смеси с шумом и выполнить 

оценку параметров фрактала. Приведены результаты спектрального анализа 

тестового акустического сигнала и определена его фрактальная размерность. 

Ключевые слова: фракталы, спектральный анализ. 

Abstract. The results of spectral analysis of a mixture of chaotic signals. It is shown 

analytically that the power spectrum can detect the presence of a fractal signal mixed 

with noise and perform parameter estimation of the fractal. The results of spectral 

analysis of the acoustic signal and the test is defined by its fractal dimension. 

Keywords: fractals, spectral analysis. 

 

Многие процессы природе протекают таким образом, что их 

динамические переменные представляют собой функции с дробной 

размерностью (в том числе, фракталы). В работе [1] представлен обзор 

использования фракталов и дробных операторов в радиотехнике и 

электронике. Методы фрактального анализа используют в разных областях 

биологии и медицины [2-8]. 

С целью повышения отношения сигнал/шум,  при регистрации сигнала 

осуществляют фильтрацию. В случае, когда шум или сигнал занимают узкую 

полосу, а так же в случае, когда сигнал и шум занимают неперекрывающиеся 

участки спектра, эта задача решается просто. Если сигнал представляет собой 
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фрактал, шум и сигнал обычно имеют перекрывающиеся  полосы спектра. 

Однако, используя тот факт, что спектр мощности фрактального сигнала имеет 

характерный вид, спектральный анализ можно использовать для оценки 

параметров сигнала, например, фрактальной размерности.  

Пусть наблюдаемая величина )(tz  представляет собой аддитивную смесь 

сигналов )(tx  и )(ty : 

)()()( tytxtz += .  (1) 

В отношении сигналов )(tx  и )(ty  известно, что они представляют собой 

случайные функции полученные в результате дифференцирования или 

интегрирования белого шума.  

Пусть Фурье образы сигналов )(tx  и )(ty  имеют вид: 

0)()( xiX αωω = ,  (2) 

0)()( yiY βωω = ,  (3) 

где i – мнимая единица; ω  – круговая частота; α , β  –  параметры, 

характеризующие порядок (в том числе дробный) производной или интеграла 

белого шума; 0x , 0y  – параметры, определяющие интегральную мощность 

сигналов. Спектры мощности )(ωxS  и )(ωyS  сигналов )(tx  и )(ty  имеют вид 

2
0

2)( xSx
αωω = ,  (4) 

2
0

2)( yS y
βωω = .  (5) 

В работах [9-10] показано, что при 0<α  и 123 −<<− α  сигнал )(tx  

представляет собой фрактал,  фрактальная размерность D  которого 

определяется как  

2

25 α+=D .   (6) 

Следовательно, по спектру мощности наблюдаемой величины )(tz  можно 

определить наличие или отсутствие фрактала в сумме сигналов )(tx , )(ty  и 

определить его размерность.  
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Фурье образ )(ωZ  функции )(tz , в силу линейности Фурье 

преобразования, имеет вид 

00 )()()()()( yixiYXZ βα ωωωωω +=+= . (7) 

Спектр мощности )(S ωz  функции )(tz  определятся как 

( ) ( )22 )(Im)(Re)(S ωωω ZZz += . (8) 

Найдем   и  )(Im ωZ  Фурье образа )(ωZ . Учитывая, что   

)2/sin()2/cos(2/ παπαπαα ⋅+== iei i , 

выражение (7) можно записать как 

( ) ( ))2/sin()2/cos()2/sin()2/cos()( 00 πβπβωπαπαωω βα ⋅++⋅+= iyixZ , 

следовательно  

)2/cos()2/cos()(Re 00 πβωπαωω βα yxZ += , (9) 

)2/sin()2/sin()(Im 00 πβωπαωω βα yxZ += . (10) 

Подставляя (9) и (10) в (8)  получим: 

( ) ( ) .)2/sin()2/sin()2/cos()2/cos()(S
2

00
2

00 πβωπαωπβωπαωω βαβα yxyxz +++=
 

Введем обозначения:  

βαϕ −≡ , 
0

0
0 y

x
z ≡ . (11) 

С учетом (11) )(S ωz  можно записать как  

+






 −+= −−
2

1
000 2

)(
cos

2
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βαπωωω βαβα −++= +yxyx  . (12) 

Как видно из (12),  спектр мощности )(S ωz  суммы фрактальных сигналов 

симметричен относительно параметров обоих сигналов. Параметры α , β ,  0x , 

0y  найти из  спектр мощности )(S ωz  при 0>α ,  0>β  или 0<α ,  0<β  не 

представляется возможным. При 0>α ,  0<β  и 1>>ω  выражение (12) имеет 

вид 

2
0

2*
z )(S)(S xz

αωωω =→ . (13) 

Прологарифмируем уравнение (13) и найдем параметры  α , 0x  одного из 

сигналов: 

01010
*
z10 log2log2)(Slog x+⋅= ωαω .  (14)  

Функцию )(Slog *
z10 ω  можно получить в результате линейной аппроксимации 

функции )(Slog z10 ω  при 1>>ω . Параметр α  находим из (14) по двум 

значениям )(Slog *
z10 ω  на разных частотах 1ω  и 2ω : 

110210

1
*
z102

*
z10

loglog

)(Slog)(Slog

2

1

ωω
ωωα

−
−⋅= .  (15) 
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Параметр 0x  находим из (14) при условии 0log2 10 =⋅ ωα :  

)1(Slog
2

1

0

*
z10

10
=

=
ω

x . (16) 

Параметры  β  и 0y  второго сигнала определяем аналогично, аппроксимируя 

)(Slog z10 ω  линейной функцией 

01010
**

z10 log2log2)(Slog y+⋅= ωβω  (17) 

при 0→ω . 

 

log10Sz(ω )

log10Sz
*
(ω ) = 4.0798log10ω +1.1366

log10Sz
**

(ω ) = -3.985log10ω +0.0153
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Рис. 1. Спектр мощности суммы сигналов разной фрактальной размерности с 

параметрами  7.30 =x , 04.2=α , 10 =y , 2−=β . 

 

На рисунке 1 показан пример спектра мощности (в логарифмическом 

масштабе) суммы сигналов )(tx  и )(ty  Фурье образы которых имеют вид  

04.2)(7.3)( ωω iX ⋅=  и  2)()( −= ωω iY .   (18) 
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В результате линейной аппроксимации спектра мощности )(S ωz  получены 

уравнения  

1366.1log0798.4)(Slog 10
*
z10 +⋅= ωω , (19)  

0153.0log985.3)(Slog 10
**

z10 +⋅−= ωω . (20) 

Используя (15) и (16), из уравнений (19) и (20) получены значения параметров  

0399.2=α , 701.30 =x  018.10 =y , 9925.1−=β . Этот результат хорошо 

согласуется со значениями параметров спектров )(ωX , )(ωY  (15). 

 Для анализа реальных сигналов в среде визуального программирования  

LabVIEW был создан генератор суммы акустических случайных сигналов )(tx  

(рисунок 2) и )(ty  (рисунок 3) со спектрами мощности 2
0

)5.1(2)(S xx
−⋅= ωω  и  

2
0

)5.1(2)(S yy
⋅= ωω . На рисунке 4 показан сигнал )()()( tytxtz += , поступающий 

на акустический излучатель.  

 

 

Рис. 2. Сигнал )(tx  с 45.1−=α . 
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Рис. 3. Сигнал )(ty  с 45.1=β . 

 

 

Рис. 4. Сигнал )()()( tytxtz += . 

 

Упрощенная схема установки для передачи сигнала )(tz  по 

акустическому каналу и анализа показана на рисунке 5. Акустический 

излучатель 1 был расположен на расстоянии 1м от микрофона 2. Сигнал  

микрофона поступал на вход звуковой карты компьютера. Компьютер 
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рассчитывал  спектр мощности  сигнала микрофона в логарифмическом 

масштабе (рисунок 6), усреднял его по 500 реализациям,  осуществлял 

линейную аппроксимацию и оценивал параметры α , β  случайных сигналов 

)(tx  и )(ty .  

 

 

 

Рис. 5. Схема установки для передачи сигнала  )(tz  по  акустическому  каналу:  

1 – акустический излучатель,  2 – микрофон. 

 

 

Рис. 6. Спектр мощности  сигнала микрофона усредненный по 500 реализациям. 
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В результате автоматического анализа спектра мощности акустического 

сигнала были получены 46.1−=α  и 44.1=β . Относительное отклонение 

оценки параметров α  и β  от заданных значений (– 1.45 и 1.45) составило 

около одного процента. В соответствии с (6) значение параметра 46.1−=α  

одного из сигналов соответствует фрактальной размерности D =1.04 (значению 

45.1−=α  исходной компоненты смеси соответствует фрактальная размерность 

D =1.05).  Таким образом, установлено что анализ спектра мощности позволяет 

оценивать независимые параметры хаотических сигналов с различными 

статистическими свойствами в аддитивной смеси. 
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