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Аннотация. В медицине, для контроля локальной гипертермии, необходимо 

осуществлять безболезненные измерения глубинной температуры с 

погрешностью, не превышающей 0.5–1 К, и пространственным разрешением не 

хуже 5 мм. Для измерения температуры предлагается использовать пассивную 

акустическую термометрию, основанную на регистрации собственного 

теплового акустического шума объекта. Измерения шумового сигнала требуют 

значительного времени интегрирования: в мегагерцовом диапазоне для 

получения требуемой точности необходимо усреднять сигнал в течение 30–50 с. 

Чтобы снизить это время без потери точности, предлагается при восстановлении 

температуры использовать уравнение теплопроводности с кровотоком. 

Рассмотрена локальная глубинная гипертермия мягких тканей человека. Путем 

интегрирования трехмерного уравнения теплопроводности (которому 

подчиняется глубинная температура) по глубине с весовым множителем, 

учитывающим поглощение ультразвука, с учетом аппаратной функции 

приемного датчика получено дифференциальное уравнение для акустояркостной 

температуры (измеряемого сигнала). Показано, что в начале нагрева (~ 5 мин) 

распределение акустояркостной температуры на поверхности тела приближенно 
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удовлетворяет двумерному уравнению теплопроводности, параметры которого 

однозначно связаны с параметрами трехмерного уравнения теплопроводности, 

которому удовлетворяет распределение глубинной температуры. Проведены 

расчеты, в которых использованы характерные для мягких тканей организма 

значения коэффициента температуропроводности, удельного кровотока, 

коэффициента поглощения ультразвука и типичные параметры источника при 

локальном пятиминутном нагреве мягких тканей. Акустояркостную 

температуру рассчитывали стандартным способом, используя известное 

интегральное выражение без учета и с учетом аппаратной функции приемника, 

и путем решения полученного двумерного уравнения теплопроводности. 

Различие между рассчитанными разными способами акустояркостными 

температурами увеличивается со временем, но после пяти минут нагрева не 

превышает погрешности измерений. Сформулировано условие, определяющее 

допустимость сделанного приближения. Предлагаемое приближение позволяет 

определить параметры уравнения теплопроводности по результатам измерений 

акустояркостной температуры, что позволяет рассчитать распределение 

глубинной температуры в любой момент времени. 

Ключевые слова: пассивная акустическая термометрия; тепловое акустическое 

излучение; восстановление температуры; уравнение теплопроводности Пеннеса; 
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Введение 

В ряде медицинских приложений необходимо с надлежащей точностью 

осуществить безболезненные измерения глубинной температуры. При этом 

ошибка определения температуры не должна превышать 0.5–1 К, 

пространственное разрешение должно быть не хуже 5 мм [1]. Предлагается 

использовать пассивную акустическую термометрию, основанную на 
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регистрации теплового акустического излучения объекта [2-4]. Измерения 

шумового сигнала требуют значительного времени интегрирования: в 

мегагерцовом диапазоне для получения требуемой точности необходимо 

усреднять сигнал в течение 30–50 с [5,6]. Чтобы снизить это время без потери 

точности, предлагалось при восстановлении температуры использовать 

уравнение теплопроводности с кровотоком [7,8]. В акустотермографии этот 

подход уже исследовался теоретически в различных модификациях [9,10]. В 

предлагаемом алгоритме восстанавливается не сама температура, а параметры 

уравнения теплопроводности, при этом искомые параметры не определяются 

каждый раз заново, а уточняются по мере измерений. Такой подход уже 

рассмотрен, в том числе и экспериментально. При нагреве модельного объекта – 

говяжьей печени – восстанавливали температуропроводность и источник 

нагрева [11], при охлаждении нагретых модельных объектов – пластилина и 

тефлона – восстанавливали температуропроводность и начальную температуру 

[12,13]. Отметим работу [14] в области СВЧ-термометрии (математически СВЧ- 

и акустотермометрия описываются схожими уравнениями), где для 

восстановления температуры также было использовано уравнение 

теплопроводности (без кровотока) и рассмотрен внешний нагрев объекта, что 

соответствует учету граничных условий. 

В данной работе предложенный метод получает свое развитие. 

Использование нескольких акустических приемников, расположенных на 

поверхности тела человека, позволяет получить меняющееся во времени 

двумерное распределение акустояркостной температуры (измеряемого сигнала). 

Делается предположение, что это распределение акустояркостной температуры 

удовлетворяет двумерному уравнению теплопроводности, параметры которого 

однозначно связаны с параметрами трехмерного уравнения теплопроводности, 

которому удовлетворяет распределение глубинной температуры. Если это так, 

то анализ результатов измерений (двумерного распределения акустояркостной 

температуры) позволит определить параметры уравнения теплопроводности, а, 
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следовательно, восстановить распределение глубинной температуры в любой 

момент времени. 

1. Теоретическая модель 

Моделируется локальная гипертермия мягких тканей человека, когда в 

глубине тела (𝑥 ≥ 0, −∞ < 𝑦 < +∞, −∞ < 𝑧 < +∞, 𝑥 = 0 – поверхность тела) 

действует источник 𝑆(𝑥, 𝑦, 𝑧). Температура 𝑇(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧), ограниченная во всей 

области, подчиняется уравнению теплопроводности с учетом кровотока или 

уравнению Пеннеса [15]: 

 𝜕𝑇
𝜕𝑡⁄ = 𝑎2 (𝜕2𝑇

𝜕𝑥2⁄ + 𝜕2𝑇
𝜕𝑦2⁄ + 𝜕2𝑇

𝜕𝑧2⁄ ) − 𝜂(𝑇 − 𝑇0) + 𝑆, (1) 

где t – время, 𝑎2 – коэффициент температуропроводности, 𝜂 – кровоток, с 

начальным 𝑇(𝑡 = 0, 𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑇0 и граничным 𝑇(𝑡, 𝑥 = 0, 𝑦, 𝑧) = 𝑇0 условием. 

Будем считать, что исследуемая среда однородна по 

температуропроводности 𝑎2 = const и кровотоку 𝜂 = const. Рассмотрим датчик, 

принимающий сигнал из тела, расположенный на границе тела при 𝑥 = 0. 

Акустояркостная температура, измеряемая датчиком, расположенным на 

границе тела при 𝑥 = 0, рассчитывается (если не учитывать аппаратную 

функцию датчика) по формуле [16]: 

 𝑇A(𝑡, 𝑦, 𝑧) = 𝛾 ∫ 𝑇(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧)
∞

0
exp(−𝛾𝑥) 𝑑𝑥, (2) 

где 𝛾 – коэффициент поглощения ультразвука по интенсивности. Будем считать, 

что исследуемая среда однородна по поглощению 𝛾 = const. 

Умножим обе части уравнения (1) на выражение 𝛾 exp(−𝛾𝑥) и проинтегрируем 

по х от 0 до +∞. Будем считать (обоснование представлено ниже) справедливым 

соотношение [17]:  

 𝛾𝑎2 ∫ 𝜕2𝑇
𝜕𝑥2⁄

∞

0
exp(−𝛾𝑥) 𝑑𝑥 = 𝛾2𝑎2 [−

𝜕𝑇(𝑡,0,𝑦,𝑧)

𝜕(𝛾𝑥)
+ (𝑇𝐴 − 𝑇0)] ≪

                                                    𝛾 ∫ 𝑑𝑥 exp(−𝛾𝑥)𝑆(𝑥, 𝑦, 𝑧)
∞

0
. (3) 

Ниже будет показано, что соотношение (3) справедливо на начальной 

стадии нагрева, при 𝛾2𝑎2𝑡 ≪ 1. 
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В этом случае получаем, что акустояркостная температура (без учета 

аппаратной функции датчика), определенная на плоскости 𝑥 = 0, удовлетворяет 

2D уравнению теплопроводности:  

 
𝜕𝑇A

𝜕𝑡
= 𝑎2 (

𝜕2𝑇A
𝜕𝑦2⁄ +

𝜕2𝑇A
𝜕𝑧2⁄ ) − 𝜂(𝑇𝐴−𝑇0) + 𝑆̃(𝑦, 𝑧), (4) 

где 𝑆̃(𝑦, 𝑧) = 𝛾 ∫ 𝑑𝑥 exp(−𝛾𝑥)
∞

0
𝑆(𝑥, 𝑦, 𝑧). При этом параметры коэффициент 

температуропроводности и кровоток остаются такими же, как в 3D уравнению 

теплопроводности для температуры, и меняется выражение для источника. 

Рассмотрим распределение акустояркостной температуры с учетом 

аппаратной функции датчика [18]. Акустояркостная температура, измеряемая 

датчиком, расположенным на границе тела при 𝑥 = 0 с центром в точке (u, 𝑣), 

рассчитывается по формуле:  

 𝑇𝐴(u, 𝑣) = ∫ 𝑑𝑥 ∫ 𝑑𝑦 ∫ 𝑑𝑧 𝐴(𝑦 − u, 𝑧 − 𝑣, 𝑥) 𝛾 exp(−𝛾𝑥)
+∞

−∞

+∞

−∞

∞

0
𝑇(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧), (5) 

где A – аппаратная функция датчика. Отметим, что для аппаратной функции для 

любого x действует правило нормировки: ∫ ∫ 𝐴(𝑦 − u, 𝑧 − 𝑣, 𝑥)𝑑𝑦𝑑𝑧 
+∞

−∞

+∞

−∞
= 1. 

Такая нормировка связана с определением акустояркостной температуры, как 

температуры черного тела, испускающего ту же плотность потока теплового 

излучения, что и исследуемый объект. Таким образом, если в выражении (5) 

положить температуру равной константе, то этой же константе будет равна и 

акустояркостная температура. 

Умножим обе части уравнения (1) на выражение 𝐴(𝑦 − u, 𝑧 − 𝑣, 𝑥)𝛾 exp(−𝛾𝑥) и 

проинтегрируем по х от 0 до +∞, по y и z от −∞ до +∞ с учетом аппаратной 

функции. В дальнейшем, для простоты изложения, перейдем в плоскости 𝑥 = 0 

от координат 𝑢, 𝑣 к более привычным координатам 𝑦, 𝑧. Вынесем 

дифференцирование 𝜕2

𝜕𝑦2⁄ + 𝜕2

𝜕𝑧2⁄  за знак интеграла. По аналогии с 

интегрированием без учета аппаратной функции получим, что акустояркостная 

температура удовлетворяет уравнению (4), где   

 𝑆̃(𝑦, 𝑧) = 𝑆̃(𝑢, 𝑣) = 𝛾 ∫ 𝑑𝑥 ∫ 𝑑𝑦 ∫ 𝑑𝑧 𝐴(𝑦 − u, 𝑧 − 𝑣, 𝑥) exp(−𝛾𝑥)
+∞

−∞

+∞

−∞

∞

0
𝑆(𝑥, 𝑦, 𝑧). (6) 
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2. Условие соответствия акустояркостной температуры уравнению 

теплопроводности 

Для простоты рассмотрим одномерный случай. Температура определяется 

уравнением теплопроводности, заданным для полуограниченной прямой:  

 𝜕𝑇
𝜕𝑡⁄ = 𝑎2 𝜕2𝑇

𝜕𝑥2⁄ + 𝑆(𝑥), 𝑥 > 0, 𝑡 > 0. (7) 

Начальное и граничное условия нулевые: 𝑇(0, 𝑥) = 0, 𝑇(𝑡, 0) = 0, функции 

𝑇(𝑡, 𝑥) и 𝑆(𝑥) – ограничены. 

Акустояркостная температура, измеряемая датчиком, расположенным на 

границе тела, рассчитывается по формуле (2). Умножим обе части уравнения (7) 

на выражение 𝛾 exp(−𝛾𝑥) и проинтегрируем по х от 0 до +∞. Необходимо 

сравнить между собой слагаемые в правой части уравнения (7) после 

интегрирования. 

Решение уравнения (7): 𝑇(𝑡, 𝑥) =
1

2√𝜋
∫ ∫

1

√𝑎2(𝑡−𝜏)
{exp [−

(𝑥−𝜉)2

4𝑎2(𝑡−𝜏)
] −

∞

0

𝑡

0

exp [−
(𝑥+𝜉)2

4𝑎2(𝑡−𝜏)
]} 𝑆(𝜉)𝑑𝜉𝑑𝜏 при заданных граничном и начальном условии. 

Рассмотрим интеграл 𝐹 = ∫
1

√𝑎2(𝑡−𝜏)
{exp [−

(𝑥−𝜉)2

4𝑎2(𝑡−𝜏)
] − exp [−

(𝑥+𝜉)2

4𝑎2(𝑡−𝜏)
]} 𝑑𝜏

𝑡

0
. 

Проведем замену 𝑧 = 𝑡 − 𝜏, 𝑑𝑧 = −𝑑𝜏, 𝜏 = 0 → 𝑧 = 𝑡, 𝜏 = 𝑡 → 𝑧 = 0. Тогда 𝐹 =

∫
1

√𝑎2𝑧
{exp [−

(𝑥−𝜉)2

4𝑎2𝑧
] − exp [−

(𝑥+𝜉)2

4𝑎2𝑧
]} 𝑑𝑧

𝑡

0
. Тогда, согласно дифференцированию 

интеграла с переменным верхним пределом, 
𝜕𝐹

𝜕𝑡
=

1

√𝑎2𝑡
{exp [−

(𝑥−𝜉)2

4𝑎2𝑡
] −

exp [−
(𝑥+𝜉)2

4𝑎2𝑡
]}. Рассмотрим источник в форме -функции 𝑆(𝑥) = 𝑄𝑑𝛿(𝑥 − 𝑥0), 

где 𝑄, 𝑥0, 𝑑 – константы. Будем считать, что 𝑥0 ≫ 𝑑. Тогда 𝜕𝑇
𝜕𝑡⁄ =

𝑄𝑑

2√𝜋𝑎2𝑡
∫ {exp [−

(𝑥−𝜉)2

4𝑎2𝑡
] − exp [−

(𝑥+𝜉)2

4𝑎2𝑡
]} 𝛿(𝜉 − 𝑥0)𝑑𝜉

∞

0
=

𝑄𝑑

2√𝜋𝑎2𝑡
{exp [−

(𝑥−𝑥0)2

4𝑎2𝑡
] −

exp [−
(𝑥+𝑥0)2

4𝑎2𝑡
]}. Первое слагаемое в правой части уравнения (7) 𝑎2 𝜕2𝑇

𝜕𝑥2⁄ =

𝜕𝑇
𝜕𝑡⁄ − 𝑆(𝑥) =

𝑄𝑑

2√𝜋𝑎2𝑡
{exp [−

(𝑥−𝑥0)2

4𝑎2𝑡
] − exp [−

(𝑥+𝑥0)2

4𝑎2𝑡
]} − 𝑄𝑑𝛿(𝑥 − 𝑥0). Тогда 
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интеграл 𝐼 = 𝛾𝑎2 ∫ 𝜕2𝑇
𝜕𝑥2⁄

∞

0
exp(−𝛾𝑥) 𝑑𝑥 = 𝛾2𝑎2 {−

𝜕𝑇(𝑡,0)

𝜕(𝛾𝑥)
+ 𝑇𝐴(𝑡)} равен 𝐼 =

𝑄𝑑𝛾 {
1

2√𝜋𝑎2𝑡
∫ {exp [−

(𝑥−𝑥0)2

4𝑎2𝑡
− 𝛾𝑥] − exp [−

(𝑥+𝑥0)2

4𝑎2𝑡
− 𝛾𝑥]} 𝑑𝑥 − exp(−𝛾𝑥0)

∞

0
}. 

Рассмотрим интеграл 𝑌∓ =
1

2√𝜋𝑎2𝑡
∫ exp [−

(𝑥∓𝑥0)2

4𝑎2𝑡
− 𝛾𝑥] 𝑑𝑥

∞

0
. Представим 

−
(𝑥∓𝑥0)2

4𝑎2𝑡
− 𝛾𝑥 = −

(𝑥∓𝑥0+2𝛾𝑎2𝑡)2

4𝑎2𝑡
∓ 𝛾𝑥0 + 𝛾2𝑎2𝑡, тогда 𝑌∓ =

exp(𝛾2𝑎2𝑡∓𝛾𝑥0)

2√𝜋𝑎2𝑡
∫ exp [−

(𝑥∓𝑥0+2𝛾𝑎2𝑡)2

4𝑎2𝑡
] 𝑑𝑥

∞

0
. Проведем замену 𝑧 =

𝑥∓𝑥0+2𝛾𝑎2𝑡

2√𝑎2𝑡
, 

2√𝑎2𝑡𝑑𝑧 = 𝑑𝑥, 𝑥 = 0 → 𝑧 =
2𝛾𝑎2𝑡∓𝑥0

2√𝑎2𝑡
, 𝑥 = ∞ → 𝑧 = ∞. Тогда 𝑌∓ =

exp(𝛾2𝑎2𝑡∓𝛾𝑥0)

√𝜋
∫ exp(−𝑧2)𝑑𝑧

∞
2𝛾𝑎2𝑡∓𝑥0

2√𝑎2𝑡

=
exp(𝛾2𝑎2𝑡∓𝛾𝑥0)

2
erfc (

2𝛾𝑎2𝑡∓𝑥0

2√𝑎2𝑡
), где erfc(… ) – 

дополнительная функция ошибок erfc(𝑥) =
2

√𝜋
∫ exp(−𝑧2)𝑑𝑧

∞

𝑥
. Интеграл I равен 

𝐼 = 𝑄𝑑𝛾 {
exp(𝛾2𝑎2𝑡)

2
[erfc (

2𝛾𝑎2𝑡−𝑥0

2√𝑎2𝑡
) exp(−𝛾𝑥0) − erfc (

2𝛾𝑎2𝑡+𝑥0

2√𝑎2𝑡
) exp(𝛾𝑥0)] −

exp(−𝛾𝑥0)}. 

При 𝑡 → 0, 𝑥0 ≫ 𝑑 > 0 erfc (
2𝛾𝑎2𝑡∓𝑥0

2√𝑎2𝑡
) → erfc (∓

𝑥0

2√𝑎2𝑡
) = erfc(∓∞) = {

2
0

, 

т.е. 𝑌− →
erfc(−∞)𝑒𝑥𝑝(𝛾2𝑎2𝑡−𝛾𝑥0)

2
= (1 + 𝛾2𝑎2𝑡)exp(−𝛾𝑥0). В то же время 𝑌+ →

erfc(+∞)𝑒𝑥𝑝(𝛾2𝑎2𝑡−𝛾𝑥0)

2
= 0. Таким образом, 𝐼 ≈ 𝑄𝑑𝛾[(1 +

𝛾2𝑎2𝑡) exp(−𝛾𝑥0) − exp(−𝛾𝑥0)] = 𝑄𝑑 exp(−𝛾𝑥0) 𝛾3𝑎2𝑡. 

Получаем следующее соотношение: 𝛾𝑎2 ∫ 𝜕2𝑇
𝜕𝑥2⁄

∞

0
exp(−𝛾𝑥) 𝑑𝑥 ≈

𝑄𝑑 exp(−𝛾𝑥0) 𝛾3𝑎2𝑡 ≪ 𝑄𝑑𝛾 exp(−𝛾𝑥0), если 𝛾2𝑎2𝑡 ≪ 1. 

Оценим интеграл I при 𝑡 → ∞. При любом t интеграл ∫ {exp [−
(𝑥−𝑥0)2

4𝑎2𝑡
−

∞

0

𝛾𝑥] − exp [−
(𝑥+𝑥0)2

4𝑎2𝑡
− 𝛾𝑥]} 𝑑𝑥 < 𝑀 ограничен, а сомножитель 

1

2√𝜋𝑎2𝑡
→ 0 при 𝑡 →

∞. Поэтому 𝐼(𝑡 → ∞) → −𝑄𝑑𝛾 exp(−𝛾𝑥0) = − 𝛾 ∫ 𝑆(𝑥)
∞

0
exp(−𝛾𝑥) 𝑑𝑥, т. е. при 

𝑡 → ∞ получаем стационарный случай 
𝜕𝑇𝐴

𝜕𝑡
⁄ = 0. 

На рис. 1 и 2 приведен (в разных временных масштабах) расчет временной 

зависимости интеграла 𝛾𝑎2 ∫ 𝜕2𝑇
𝜕𝑥2⁄

∞

0
exp(−𝛾𝑥) 𝑑𝑥. Выбранные параметры 
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такие же, как в разделе Результаты расчетов (см. ниже): 𝑎2 = 0.141 мм2/с, 𝜂 = 0, 

𝑇0 = 37С, 𝑄 = 0.207 К/с, 𝑑 = 4.25 мм, 𝑥0 = 30 мм, 𝛾 = 0.03 1/мм. За 

характерное время пять минут интеграл 𝛾𝑎2 ∫ 𝜕2𝑇
𝜕𝑥2⁄

∞

0
exp(−𝛾𝑥) 𝑑𝑥 ≈ 4 ×

10−4 К/с. Источник 𝛾 ∫ 𝑆(𝑥)
∞

0
𝑒𝑥𝑝(−𝛾𝑥) 𝑑𝑥 = 𝑄𝑑𝛾 exp(−𝛾𝑥0) = 1.1 × 10−2 К/с 

или в 27.5 раз больше. Параметр 𝛾2𝑎2𝑡 = 0.038 при t = 5 мин. 

 

Рис. 1. Временная зависимость интеграла 𝛾𝑎2 ∫ 𝜕2𝑇
𝜕𝑥2⁄

∞

0
exp(−𝛾𝑥) 𝑑𝑥 и 

предел, к которому стремится интеграл при 𝑡 → ∞ 

 

Рис. 2. Временная зависимость интеграла 𝛾𝑎2 ∫ 𝜕2𝑇
𝜕𝑥2⁄

∞

0
exp(−𝛾𝑥) 𝑑𝑥 в 

течение пяти минут и аппроксимация интеграла выражением 

𝑄𝑑 exp(−𝛾𝑥0) 𝛾3𝑎2𝑡 
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3. Расчетная модель 

Для проверки гипотезы (4) были проведены компьютерные расчеты (см. 

рис. 3). 

 

Рис. 3. Схема расчета 

Мы считали, что в глубине тела действует центрально-симметричный не 

меняющийся во времени источник 𝑆(𝑅), где R – расстояние от центра источника. 

Также считали, что температурное распределение 𝑇(𝑡, 𝑅) также центрально-

симметрично и подчиняется уравнению теплопроводности  

 
𝜕𝑇

𝜕𝑡
= 𝑎2 1

𝑅2

𝜕

𝜕𝑅
(𝑅2 𝜕𝑇

𝜕𝑅
) − 𝜂(𝑇 − 𝑇0) + 𝑆(𝑅), (8) 

с начальным 𝑇(𝑡 = 0, 𝑅) = 𝑇0 и граничным 𝑇(𝑡, 𝑅 = 𝑅𝑚𝑎𝑥) = 𝑇0 условиями, где 

𝑅𝑚𝑎𝑥 – радиус рассматриваемой области. Использовали источник в форме 

Гауссиана:  

 𝑆(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑄exp [−
(𝑥−𝑥0)2+𝑦2+𝑧2

2𝑑2
] = 𝑆(𝑅) = 𝑄exp (−

𝑅2

2𝑑2), (9) 

где 𝑄 – амплитуда, 𝑥0 – глубина залегания, 𝑑 – характерный размер источника. 

Уравнение (8) при заданных параметрах 𝑎2 и 𝜂 и источнике 𝑆 решали 

численно и получали зависимость 𝑇(𝑡, 𝑅). После чего с помощью выражений (2) 

и (5) считали акустояркостную температуру 𝑇A(𝑡, 𝑦, 𝑧) без учета и с учетом 

аппаратной функции приемника, соответственно. При этом аппаратную 

функцию считали для широкополосного датчика, согласно результатам, 

полученным в [18]. Из-за центральной симметрии температурного 

распределения двумерное распределение акустояркостной температуры было 

центрально-симметричным: 𝑇𝐴(t, 𝑦, 𝑧) = 𝑇𝐴(t, r), где 𝑟 = √𝑦2 + 𝑧2 – расстояние 

от проекции центра источника на поверхность тела до центра датчика (см. рис.1). 
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Полученное меняющееся во времени распределение акустояркостной 

температуры называли для краткости интегральной акустояркостной 

температурой. 

С другой стороны, считали меняющееся во времени распределение 

акустояркостной температуры исходя из дифференциального уравнения (4). 

Полученное распределение акустояркостной температуры называли для 

краткости дифференциальной акустояркостной температурой. Использование 

условия центральной симметрии позволяет записать уравнение (4) в виде:  

 
𝜕𝑇A

𝜕𝑡
= 𝑎2 (

𝜕2𝑇A

𝜕𝑟2
+

1

𝑟

𝜕𝑇A

𝜕𝑟
) − 𝜂(𝑇𝐴−𝑇0) + 𝐴 exp (−

𝑟2

2𝑑2), (10) 

где, при условии 𝑥0 ≫ 𝑑, 𝐴 = √
π

2
𝛾𝑄𝑑 exp(−𝑥0𝛾) (1 +

𝑑2𝛾2

2
). 

4. Результаты расчетов 

Были заданы следующие параметры: коэффициент 

температуропроводности 𝑎2 = 0.141 мм2/с (среднее значение для мягких тканей 

организма человека [19]), удельный кровоток 𝜂 = 0 (приемлемое допущение для 

жировой и скелетно-мышечной тканей [19]), 𝑇0 = 37С, 𝑄 = 0.207 К/с, 𝑑 = 4.25 

мм, 𝑥0 = 30 мм, 𝛾 = 0.03 1/мм (характерное значение для мягких тканей 

организма человека [19]), длительность нагрева 5 мин (длительность 

гипертермии, используемой в онкологии [20]). 

Интегральную и дифференциальную акустояркостные температуры 

считали без учета и с учетом аппаратной функции. На рис. 4 приведены 

результаты расчетов температуры и акустояркостных температур (интегральной 

и дифференциальной) без учета и с учетом аппаратной функции, соответственно. 

Дифференциальные и интегральные акустояркостные температуры близки – в 

расчетах без учета аппаратной функции максимальное различие, которое 

достигается в точке максимума и увеличивается со временем, после пяти минут 

нагрева не превышает 0.05 К. В расчетах с учетом аппаратной функции 

максимальное различие в тех же условиях не превышает 0.1 К. Обе величины 

ниже погрешности измерений. 
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Рис. 4. Расчет зависимостей температуры (черный), дифференциальной 

(красный) и интегральной (синий) акустояркостных температур без учета 

(пунктир) и с учетом (сплошная линия) аппаратной функции от времени 

нагрева в точке максимума и от расстояния от максимума после 5 минут 

нагрева. Дифференциальная акустояркостная температура рассчитана с 

помощью уравнения (9). Интегральная акустояркостная температура 

рассчитана с помощью уравнений (2), (5), (7). Параметры расчета: 𝑎2 = 0.141 

мм2/с, 𝜂 = 0, 𝑇0 = 37С, 𝑄 = 0.207 К/с, 𝑑 = 4.25 мм, 𝑥0 = 30 мм, 𝛾 = 0.03 1/мм 

5. Обсуждение 

Строго говоря, гипотеза, что акустояркостная температура (то есть 

интенсивность теплового излучения, интенсивность измеряемого сигнала) 

удовлетворяет уравнению теплопроводности, не следует из уравнений 

математической физики. Это некоторое приближение, которое можно принять 

при соблюдении определенных условий: 
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• соотношение (3) справедливо только в начале нагрева при 𝛾2𝑎2𝑡 ≪ 1, 

• параметры 𝑎2, 𝜂, 𝛾 считаются постоянными в пространстве. 

В одномерном случае из уравнения теплопроводности исчезает параметр 

𝑎2, который отвечает за «распространение», «расползание» температуры, но 

акустояркостная температура является интегральной характеристикой, а 

интеграл не «расползается». С течением времени градиент температуры на 

границе тела 
𝜕𝑇(𝑡,0,𝑦,𝑧)

𝜕(𝛾𝑥)
 будет увеличиваться, температура будет «уходить» за 

пределы интегрирования, и условие (3) перестанет выполняться. 

Полученное приближение следует использовать в медицинских задачах 

восстановления глубинной температуры. Это приближение позволяет 

переформулировать обратную задачу восстановления распределения глубинной 

температуры тела человека: необходимо определить параметры уравнения 

теплопроводности по результатам измерений акустояркостной температуры. 

Решение такого типа задач достаточно хорошо разработано (смотри, например, 

[21]). Это, в свою очередь, позволит, определить параметры уравнения 

теплопроводности для глубинной температуры, что позволит рассчитать 

распределение глубинной температуры в любой момент времени. 

Заключение 

Показано, что распределение акустояркостной температуры на 

поверхности тела приближенно удовлетворяет двумерному уравнению 

теплопроводности, параметры которого однозначно связаны с параметрами 

трехмерного уравнения теплопроводности, которому удовлетворяет 

распределение глубинной температуры. Предлагаемое приближение позволяет 

определить параметры уравнения теплопроводности, что позволяет рассчитать 

распределение глубинной температуры в любой момент времени. 

Финансирование: Работа выполнена за счет гранта Российского научного 

фонда № 23-22-00175, https://rscf.ru/project/23-22-00175/ 

https://rscf.ru/project/23-22-00175/
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