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Аннотация. В работе исследован квазиправдоподобный алгоритм оценки 

частоты сверхширокополосного квазирадосигнала с неизвестной 

длительностью, наблюдаемого на фоне белого гауссовского шума. При синтезе 

алгоритма оценки частоты вместо неизвестной длительности использовалось 

некоторое её ожидаемое значение. Получены зависимость дисперсии оценки 

частоты сверхширокополосного квазирадиосигнала от отношения сигнал/шум 

при различных значениях расстройки по длительности и зависимость смещения 

оценки частоты от расстройки по длительности при различных значениях 

параметра узкополосности. Установлено, что расстройка по длительности 

оказывает существенное влияние на эффективность оценки частоты 

сверхширокополосного квазирадиосигнала, при этом при больших значениях 

параметра узкополосности полученные выражения совпадают с известными 

выражениями для дисперсии и смещения оценки частоты узкополосного 

радиосигнала. Сформулированы рекомендации по применению 

синтезированного алгоритма в практических приложениях. 
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Введение 

В настоящее время все больший практический интерес в различных 

областях применения радиотехнической аппаратуры вызывают системы связи и 

передачи данных, использующие сверхширокополосные (СШП) сигналы [1-6]. 

Для построения таких СШП устройств необходимо синтезировать алгоритмы 

обработки сигналов в условиях априорной параметрической неопределенности 

на фоне шумов и при наличии различного рода помех. 

Среди сверхширокополосных сигналов выделяют СШП 

квазирадиосигналы (КРС), являющиеся обобщающей моделью, поскольку такой 

класс СШП сигналов позволяет описывать как узкополосные, так и 

широкополосные сигналы. Однако при этом требуется синтез новых алгоритмов 

обработки, учитывающих невыполнение условия узкополосности. В работах  

[1-8] получены алгоритмы оценки амплитуды, фазы и длительности СШП КРС в 

условиях различной априорной неопределенности.  

Однако во многих радиофизических приложениях, таких как беспроводная 

связь, акустическая навигация и локация, радиолокационное обнаружение и 

определение дальности, резонансное зондирование, необходимо осуществлять 

оценку частоты сигналов [8-13]. Алгоритм оценки частоты СШП КРС с 

неизвестными амплитудой и начальной фазой синтезирован в статье [8], где 

найдены предельные при больших отношениях сигнал/шум (ОСШ) 

характеристики оценки частоты. При этом в существующей литературе 

отсутствуют алгоритмы оценки частоты такой модели сигнала с неизвестной 

длительностью. В связи с этим в данной работе рассмотрен 

квазиправдоподобный алгоритм оценки частоты СШП КРС с неизвестной 

длительностью, наблюдаемого на фоне белого шума. 

Сверхширокополосный КРС произвольной формы можно представить в 

виде [1-8] 

 ( )
( )( )cos ,     0 ,

, ,
0,           0, ,

a f t t t
s t

t t

  
 



 −  
= 

 
 (1) 
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где a ,  ,  ,   – амплитуда, начальная фаза, частота и длительность СШП КРС 

соответственно, а ( )f t  – модулирующая функция, описывающая форму сигнала 

[1-8]. Если полоса частот   и частота   сигнала (1) удовлетворяют условию 

    , (2) 

то сигнал (1) является узкополосным радиосигналом, а ( )f t  является его 

огибающей. Если условие (2) не выполняется, то формула (1) описывает СШП КРС. 

Пусть необходимо выполнить оценку частоты СШП КРС с неизвестной 

длительностью  , наблюдаемого на фоне белого гауссовского шума ( )n t  с 

односторонней спектральной плотностью 
0N  в течение интервала  времени 

 0,t T . Запишем наблюдаемую реализацию аддитивной смеси полезного СШП 

КРС (1) и шума ( )n t  в виде 

 
0 0( ) ( , , ) ( )t s t n t  = + , (3) 

где 
0 , 

0  – истинные значения частоты и длительности принимаемого сигнала. 

1. Синтез квазиправдоподобного алгоритма оценки частоты 

Выполним синтез алгоритма оценки частоты, используя метод 

максимального правдоподобия (МП). Согласно этому методу необходимо 

сформировать логарифм функционала отношения правдоподобия (ЛФОП), 

который можем записать как [1-8] 

 2

0 00 0

2 1
( , ) ( ) ( , , ) ( , , ) .

T T

L t s t dt s t dt
N N

      = −   (4) 

Вместо неизвестной длительности в выражении (4) будем использовать 

некоторое её ожидаемое значение    из области возможных значений  1 2,T T . 

Тогда подставляя (1) в выражение (4) ЛФОП может быть представлен в виде 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

* * *

2
* * *

( , ) , cos , sin

, cos2 , sin 2 ,
2

c s

L a X Y

a
Q P P

       

      

 = + −
 

 − + +
 

 (5) 

где 
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( ) ( )

( )

( ) ( )

* *

*

* *

* *

0 00 0

* 2

0 0

* 2 * 2

0 00 0

2 2
, ( ) ( )cos , , ( ) ( )sin ,

1
( ) ,

1 1
, ( )cos2 , , ( )sin 2 .c s

X t f t t dt Y t f t t dt
N N

Q f t dt
N

P f t t dt P f t t dt
N N

 



 

       



     

= =

=

= =

 



 

 (6) 

Для краткости далее будем обозначать ( )*,X X  = , ( )*,Y Y  = , 

( )*Q Q = , ( )*,c cP P  =  и ( )*,s sP P  = . 

Тогда квазиправдоподобная (КП) оценка частоты СШП КРС определяется 

выражением 

 *ˆ argsup ( ), ( ) ( , )L L L


    = =  (7) 

или из уравнения правдоподобия 

 
ˆ

( )
0

dL

d 





 
= 

 
   при  

2

2

ˆ

( )
0

d L

d






 
 

 
. (8) 

На рис. 1 представлена блок-схема КП измерителя частоты СШП КРС, где 

обозначено: И – интеграторы, работающие на интервале 
*[0, ] ,  *

1 2,T T  ;  

РУ – решающее устройство, осуществляющее поиск абсолютного максимума 

входного сигнала на интервале времени  1 2,T T . 

 

Рис. 1. Блок-схема КП измерителя частоты СШП КРС 
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2. Анализ квазиправдоподобного алгоритма оценки частоты 

Выполним анализ КП алгоритма оценки частоты (7). Для этого необходимо 

найти статистические характеристики случайного процесса ( )L   (5). Подставим 

наблюдаемую реализацию (3) в выражения (6), тогда получим квадратурные 

компоненты в виде 

 ,X XX S N= +     ,Y YY S N= +  (9) 

где 

 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) 

*
0min ,

2

0

0 0

0 0 0 0

2
( )cos( )cos

, , cos , , sin ,

X

c c s s

a
S f t t tdt

N

a V V V V

 

  

         + − + −

= − =

   = + + −   


  

 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) 

*
0min ,

2

0

0 0

0 0 0 0

2
( )cos( )sin

, , cos , , sin

Y

s s c c

a
S f t t tdt

N

a V V V V

 

  

         + − − +

= − =

   = + + −   


  

– детерминированные составляющие, 

 ( ) ( ) ( ) ( )
* *

0 00 0

2 2
cos ,  sinX YN n t f t tdt N n t f t tdt

N N

 

 = =    

– случайные составляющие квадратурных компонент X  и Y , 

 

( ) ( )
( )

( )( )

( ) ( )
( )

( )( )

*
0

*
0

min ,

2

0 0

0 0

min ,

2

0 0

0 0

1
, cos ,

1
, sin .

c

s

V f t t dt
N

V f t t dt
N

 

 

   

   





= 

= 





 (10) 

Тогда с учётом выражений (9) случайный процесс ( )L  (5) представим как 

 ( ) ( )( ) ,L S N  = +  (11) 

где 

 ( ) ( ) ( )
2

0, cos2 sin 2
2

c s

a
S S Q P P    = − + +  (12) 

– сигнальная составляющая ЛФОП,  

 ( ) ( )cos sinX YN a N N  = +   

– шумовая составляющая ЛФОП, 
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 ( ) ( ) ( ) ( )2

0 0 0 0, , , cos2 , sin 2c c sS a V V V         − + +
 = + +   (13) 

– сигнальная функция. 

Случайная составляющая на выходе приёмного устройства представляет 

собой гауссовский случайный процесс с нулевым математическим ожиданием 

( ) 0N  = . Тогда выполняя усреднение (9), находим математическое ожидание 

 ( ) ( )
2

0( ) , cos2 sin 2
2

c s

a
m L S Q P P    = = − + + ,  

дисперсию 

 ( )2 2( ) ( ) ( ) ( ) cos2 sin 2c sL L L L a Q P P      =  −   −  = + +      

и функцию корреляции случайного процесса ( )L   

 
 

1 2 1 1 2 2 1 2

2

1 2 1 2 1 2

( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( , ) ( , )cos2 ( , )sin 2 ,c c s

K L L L L N N

a U U U

       

       − + +

=  −   −  = =   

= + +
 (14) 

где 

 

( ) ( )( )

( ) ( )( )

*

*

2

1 2 2 1

0 0

2

1 2 1 2

0 0

1
( , ) cos ,

1
( , ) sin .

c

s

U f t t dt
N

U f t t dt
N





   

   



+

= 

= +





 (15) 

Далее найдем условие, при котором оценка частоты СШП КРС с 

неизвестным значением длительности является состоятельной.  Обозначим 

argsup ( )S =  – положение максимума сигнальной составляющей (12), 

обусловленное выбором некоторого ожидаемого значения длительности. Будем 

полагать, что оценка частоты выполняется при больших значениях ОСШ 

 
2

2 ( )
1

( , )

S
z

K




 

 
=  
 

. (16) 

Тогда КП оценка (7) располагается в малой окрестности точки  , а 

влияние шумов на смещение абсолютного максимума ЛФОП от значения 

частоты   можно искать в виде соответствующих приближений. При 
0 =  

оценка (7) является состоятельной. Исследование условий состоятельности 

сводится к решению уравнения  
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 ( ) ( ) ( ) ( ) 02 cos 2) 2 sin 2( c c c s sV V P V PS   − + +
   −=   + − + = , (17) 

где штрихом обозначена производная по  . Анализ полученного уравнения 

показывает, что КП оценка является состоятельной при *

0  . 

В качестве примера рассмотрим оценку частоты СШП КРС с постоянной 

модулирующей функцией ( ) 1f t = , подставив которую в выражения (6), (10) и 

(15) имеем 

 ( ) ( )
* * *

* *

0

sin(2 ) 1 cos(2 )
, , ,

2 2
c sQ P Q P Q

N

  
 

 

−
= = =   

 ( )
*

0 0
0 *

0 0

sin(( )min( , ))
,

( )min( , )
cV Q

   
 

   



=


,  ( )

*

0 0
0 *

0 0

1 cos(( )min( , ))
,

( )min( , )
sV Q

   
 

   


− 
=


, 

 
*

1 2
1 2 *

1 2

sin(( ) )
( , )

( )
cU Q

  
 

  



=


,  

*

1 2
1 2 *

1 2

1 cos(( ) )
( , )

( )
sU Q

  
 

  
+

− +
=

+
.  

Введём в рассмотрение параметр 
0 2  = , определяющий количество 

колебаний, укладывающихся на длительности, а также *

0   =  – расстройку 

КП алгоритма оценки по длительности. Величину   будем аналогично [1-8] 

называть параметром узкополосности. Перепишем последние выражения с 

учётом новых обозначений 

 ( ) ( )
*

0

sin(4 ) 1 cos(4 )
, , ,

4 4
c sQ P Q P Q

N

 

 

  
 

 

 − 
= = =

 
  

( ) 0
0

0

sin(2 ( )min( ,1))
,

2 ( )min( ,1)
cV Q 



  
 

  


 
=

 
, ( ) 0

0

0

1 cos(2 ( )min( ,1))
,

2 ( )min( ,1)
sV Q 



  
 

  


−  
=

 
,

  

 1 2
1 2

1 2

sin(2 ( ) )
( , )

2 ( )
cU Q 



  
 

  


 
=

 
,  1 2

1 2

1 2

1 cos(2 ( ) )
( , )

2 ( )
sU Q 



  
 

  
+

−  
=

 
,  

где 
0 0 0 2  = , 

1 1 0 2  = , 
2 2 0 2  = . Тогда для сигнальной 

составляющей (12) можем записать  

 

( )
2 *

0

0 0

0 0

0 0

sin(2 ( )min( ,1))

2 ( )min( ,1))

sin(2 ( )min( ,1)) 1 cos(2 ( )min( ,1))
cos2 sin 2

2 ( )min( ,1) 2 ( )min( ,1)

1 sin(4 ) 1 cos(4 )
1 cos2 sin 2

2 4 4

a
S

N





 

 

 

 

   


  

     
 

     

 
 

 

 − 
= +

− 

+  − + 
+ + −

+  + 

  − 
− + + 

  
.



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На рис. 2 изображены зависимости нормированной на 2 *

0a N  сигнальной 

составляющей ( ) ( ) 2 *

0nS S N a  =  как функции параметра   при  0 = , 

0 1,5 =  и различных расстроек длительности. Сплошная кривая соответствует 

1 =  (расстройка отсутствует), штриховая кривая – 0,75 =  (ожидаемая 

длительность меньше истинной) штрихпунктирная кривая – 1,5 =  (ожидаемая 

длительность больше истинной).  

 

Рис. 2. Зависимость нормированной сигнальной составляющей  

от параметра узкополосности  

Как видно из рис. 2, при ожидаемом значении длительности больше 

истинного положение максимума сигнальной составляющей смещается вправо 

относительно максимума сигнальной функции, соответствующего истинному 

значению 
0 1,5 = , что необходимо учитывать при анализе алгоритма оценки. 

Полагая, что значение   лежит близко от истинного значения 
0 , получим 

приближённое значение отклонения положения максимума функции ( )S  , 

обусловленного расстройкой по длительности, от положения максимума, 

соответствующего истинному значению длительности. Для этого разложим 

( )S   (12) в ряд Тейлора в окрестности 
0  и ограничившись членом второй 

производной, получим 

 ( ) ( )
0 0

2
2

0 0 02

( ) 1 ( )
( ) ( )

2

dS d S
S S

d d 

 
     

 

  
= + − + −  

   
.  
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Решая уравнение ( ) 0dS d


  =    (17), находим  

 

0 0

2

0 2

( ) ( )dS d S

d d 

 
 

 

  
− = −      

. (18) 

Поиск оценки (7) сводится к решению уравнения правдоподобия (8), 

подставив в которое выражение (11), имеем 

 
ˆ ˆ

( ) ( ) ( )
0

dL dS dN

d d d 

  

  

   
= + =   

   
. (19) 

Для приближенного решения уравнения (19) воспользуемся методом 

малого параметра, в качестве которого примем величину, обратную ОСШ (16) 

1 z =  [9]. Введём в рассмотрение нормированные сигнальную и помеховую 

составляющие ( ) ( ) 2Ŝ S z = , ( ) ( )N̂ N z = , перепишем уравнение 

правдоподобия (19) в виде 

 
( )

ˆ

ˆˆ( )
0

dNdS

d d





 

 
+ = 

  

, (20) 

а его решение будем искать в виде ряда по степеням   

 2 3

1 2 3
ˆ ...      = + + + +   

Тогда разложив левую часть уравнения (20) в ряд Тейлора по   в 

окрестности   и ограничившись первыми тремя приближениями 
1 , 

2  и 
3

можем записать 

 

( ) ( )
( )

( )
( )

22
2 3

1 2 32 2

33
2

2 3

1 2 33 3

ˆ ˆˆ ˆ( ) ( )

ˆˆ1 ( )
... 0.

2

dN d NdS d S

d d d d

d Nd S

d d

 



  
      

   


     

 

   
+ + + + + +   

      

 
+ + + + + = 

  

  

Сгруппируем слагаемые в левой части последнего выражения по степеням 

малого параметра 

 ( ) ( ) ( )2 2 3 2

1 1 2 1 2 2 2 1 3 1 2 3 2 2 3 12 2 ... 0,s n s s n s s n n         + + + + + + + + + =   

где 

 
ˆ ˆ( ) ( )

,
i i

i ii i

d S d N
s n

d d


 

 

   
= =   

  
. (21) 
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Так как ( )S   достигает абсолютного максимума при  = , то 
1 0s = . Тогда 

приравнивая к нулю коэффициенты при  , 2  и 3 , получим аналогично [9] 

уравнения, определяющие приближения 
1 , 

2  и 
3  

 31
1 2

2 2

2 1 1 2 2 3 1
3

2 2 3

2 2
,, ,

n s n n

s

n

s

 


 
 


= − =

+
−

+
= −  (22) 

где 
is  и 

in  определяются выражениями (21). 

Для нахождения характеристик оценки частоты воспользуемся только 

первым приближением 
1  (22). Тогда выражения для смещения и дисперсии 

оценки частоты СШП КРС с неизвестной длительностью можно представить в 

виде 

 ( ) ( ) ( )0 0 0 0
ˆ ˆ ˆb          = − = − + − = − , (23) 

 ( ) ( )2 22 2 2

0 1 1
ˆ ˆ ˆD       = − = − , (24) 

где ˆ 0 − = . 

Вычислив моменты первого приближения 
1 , в результате получим, что 

КП оценка частоты СШП КРС может оказаться смещённой, где смещение 

оценки определяется выражением (23). 

Подставляя в выражение (19) нормированные сигнальную и помеховую 

составляющие и найдя первое приближение 
1 , формулу для дисперсии оценки 

(24) аналогично [9] можно записать как 

 ( )
2

2 2

1 2 1 2
0

1 2 1 2

( , ) ( , )
ˆ

d K d S
D

d d d d


   
 

   

   
=   

   

. (25) 

С учетом выражений (12)-(14) и (18) для СШП КРС с прямоугольной 

формой модулирующей функции формулы (23) и (25) приобретают вид 

 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )(

( ) ) ( )

0 0 0 0

2

0 0

2

0

ˆ , , cos2 , sin 2

cos2 sin 2 , , cos2
2

, sin 2 cos2 sin 2 ,
2

c c s

c s c c

s c s

b V V V

a
P P V V

a
V P P



         

      

    

− + +

− +

+

   = − + + −


   − + + + 




  + − + 



 (26) 
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 ( )
( ) ( ) ( )( )

( )( ( ) ( )

2

1 2 1 2 1 2

0 2
2

1 2 1 2 1 2

, , cos2 , sin 2
ˆ .

, , cos2 , sin 2

c c s

c c s

a U U U
D

a V V V


       
 

       

− + +

− + +

   + + 
=  

   + +   

 (27) 

На рис. 3 изображена зависимость нормированного смещения оценки 

( )0 0
ˆb b   =  (26) от расстройки по длительности *

0   =  для различных 

значений параметра узкополосности 
0 . 

 

Рис. 3. Зависимость нормированного смещения оценки  

от расстройки по длительности 

Из рис. 3 следует, что смещение оценки частоты имеет гармоническую 

зависимость от расстройки по длительности и снижается с ростом параметра 

узкополосности 
0 . 

На рис. 4 представлена зависимость нормированной дисперсии оценки 

частоты ( ) 2

0 0
ˆD D   =  (27) от ОСШ z  (13) для различных значений 

расстройки по длительности  , рассчитанная при 
0 3 = . Зависимости 

получены при 0 =  и 
0 1   = = . 
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Рис. 4. Зависимость нормированной дисперсии оценки частоты от ОСШ 

Из рис. 4 видно, что расстройка по длительности оказывает существенное 

влияние на эффективность оценки частоты, при этом при наличии расстройки 

увеличивается дисперсия оценки. Если в выражении (27) ввести параметр 

узкополосности 
0 2i i  = , 1,2i =  и положить его 

i →, то полученная 

дисперсия полностью совпадет с формулой ( ) 2 2

0 0
ˆ 3D z  = , представленной в 

работе [10]. 

Заключение 

В статье выполнено исследование алгоритма оценки частоты СШП КРС с 

неизвестной длительностью, наблюдаемого на фоне белого гауссовского шума. 

Показано, что расстройка по длительности оказывает существенное влияние на 

эффективность полученного алгоритма. Исследование условия состоятельности 

оценки показало, что смещение оценки частоты будет отсутствовать при 

выбранном ожидаемом значении длительности меньше истинного. Также 

установлено, что полученное выражение для дисперсии оценки частоты СШП 

КРС справедливо для оценки эффективности измерения частоты узкополосного 

радиосигнала. 
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Полученные результаты могут быть использованы для повышения 

эффективности функционирования существующих систем связи и передачи 

данных, а также при проектировании новых систем телекоммуникаций 

радиолокации, подповерхностного, дистанционного зондирования и др. 
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