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Аннотация. В статье показано, что при поступательном перемещении антенн 

зависимость коэффициента передачи между ними от разности координат 

фазовых центров удовлетворяет скалярному уравнению Гельмгольца. Получена 

новая формула для коэффициента передачи, которая отличается от формулы  

в виде свертки спектров плоских векторных волн пределами интегрирования  

и наличием весовой функции. Весовая функция осуществляет выбор 

единственной линейной комбинации из двух распространяющихся навстречу 

друг другу скалярных плоских волн. 
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Введение 

Расчет передачи сигналов между антеннами может быстро и с хорошей 

точностью выполняться с помощью формул для коэффициента передачи [1-4]. 

Среди них особое место занимает формула Кернса, в которой коэффициент 

http://jre.cplire.ru/jre/contents.html
https://doi.org/10.30898/1684-1719.2026.8.12
file:///C:/Users/Dima66613/Desktop/Эрика/август%2026/anyutinnv@mail.ru


ЖУРНАЛ РАДИОЭЛЕКТРОНИКИ, eISSN 1684-1719, №8, 2026 

2 

передачи между антеннами выражается в виде свертки спектров плоских 

векторных волн [3]. Соответствующие спектральные плотности могут быть 

рассчитаны с помощью быстрого преобразования Фурье (БПФ) [5]. В условиях 

ограниченных вычислительных ресурсов это обусловило первое практическое 

применение формулы Кернса для вычислений коэффициента передачи [6],  

а также последующее ее широкое распространение [7]. 

Для расчета спектральной плотности разложения по плоским векторным 

волнам с помощью БПФ требуются значения касательных компонент вектора 

напряженности электрического или магнитного поля в узлах прямоугольной 

эквидистантной сетки на плоскости [6]. Такая поверхность не является 

оптимальной с точки зрения количества точек, особенно в случае расчета 

коэффициента передачи по дальним боковым лепесткам диаграммы 

направленности (ДН) [8]. Таким образом, актуальным является обобщение 

формулы Кернса на случай сеток, построенных на замкнутой поверхности 

вокруг источников электромагнитного излучения. Эта задача является и целью 

работы. Сначала будет показано, что при определенных условиях зависимость 

коэффициента передачи от разности координат фазовых центров антенн 

является решением скалярного уравнения Гельмгольца. Затем это решение  

будет разложено в спектр скалярных плоских волн во всем пространстве.  

В конце формула будет апробирована по измеренному коэффициенту передачи 

между двумя рупорными антеннами.  

1. Вывод формулы для коэффициента передачи 

Введем декартову систему координат Oxyz с началом в фазовом центре 

антенны. Напряженность электрического E и магнитного H поля в дальней зоне (ДЗ) 

излучения антенны в этой системе координат разделяется на сферическую T  

и радиальные части: 
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где r – радиус-вектор;  

n = r/r = {u, v, w} – проекционные координаты единичного вектора;  

k = 2π/λ – волновое число и длина волны. 

Гармонические поля в формуле (1) зависят от времени t как eiωt,  

где ω – циклическая частота. Сферическая часть T напряженности электрического 

поля E является векторной ДН, которая включает в себя амплитудную, фазовую 

и поляризационную ДН. 

Если в одной системе координат при одной и той же подведенной 

мощности W0 известны ДН T1 и T2 антенны 1 и 2, соответственно, то при 

поступательном перемещении фазового центра антенны 2 на вектор r = {x, y, z} 

ее коэффициент передачи S21 с антенной 1 можно вычислить по формуле 

Кернса [9]: 
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где c – скорость света в вакууме. 

Под знаками интегралов в формуле (2) находятся скалярные произведения 

двух ДН T1 и T2 – амплитуды скалярных плоских волны. Таким образом, 

зависимость коэффициента передачи S21 является суммой решений скалярного 

уравнения Гельмгольца, а, значит, и сама является его решением. Это позволяет, 

с одной стороны, рассчитывать коэффициент передачи S21 с помощью интеграла 

Кирхгофа [10]: 
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S – замкнутая вокруг антенны 1 поверхность; 

n' – вектор внешней нормали на поверхности S; 

r’ – радиус-вектор точки на поверхности S; 

R = r – r’ – вектор из точки r’ в точку r. 
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С другой стороны, коэффициент передачи S21 можно разложить в спектр 

скалярных плоских волн во всем пространстве [11]: 
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В формуле (4) интегрирование ведется по поверхности сферы в ДЗ,  

радиус r’ которой стремится к бесконечности. Дифференциал площади dS’ этой 

сферы можно выразить через радиус r’ и проекционные координаты u, v, и w: 

 
2d ' ' d dS r u v w= .  

Подстановка этой формулы в формулу (4) приводит к следующему 

результату: 
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В отличие от формулы (2), формула (5) не может быть вычислена  

с помощью БПФ из-за зависимости весовой функции (6) от координаты z.  

Еще одно отличие заключается в пределах интегрирования. В формуле (2) 

интегрирование ведется только в передней полусфере w > 0, однако в том числе 

и по комплексным значениям полярного угла θ. В формуле (5) интегрирование 

ведется по всей сфере единичного радиуса. Однако, поскольку в формуле (5) 

каждой паре координат u и v соответствуют две спектральные плотности плоских 
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волн T21(u, v, w) и T21(u, v, − w), весовая функция (6) осуществляет выбор их 

линейной комбинации [11]: 

 ( ) ( ) ( ) ( )21 21, , , , , , , , , , , , , ,g u v w x y z T u v w g u v w x y z T u v w+ − − .  

Выражение для сферической части T21 коэффициента передачи S21 

получено в работе [12]: 
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Подстановка формулы (7) в формулу (5) позволяет переписать последнюю 

как функцию от ДН T1 и T2: 
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Формула Кернса (2) содержит двойное преобразование Фурье. Если 

коэффициент передачи требуется рассчитать в точках размещения антенны 2, 

которые лежат на параллельной Oxy плоскости, то формула (2) может быть 

вычислена с помощью БПФ. В противном случае формулы (2) и (8) реализуются 

в алгоритмах с одной и той же вычислительной сложностью. 

2. Апробация формулы для коэффициента передачи 

Апробация полученной формулы (8) была проведена по экспериментально 

измеренному коэффициенту передачи S21 между двумя рупорными антеннами на 

частоте 30 ГГц. В качестве передающей антенны 1 использовался пирамидальный 

рупор П6-132. Его основание (апертура) размером 6,8λ × 5,4λ (x × y) лежало в 

плоскости Oxy (рис. 1). Большая сторона апертуры была направлена параллельно 

оси Ox, меньшая – оси Oy, а ось Oz перпендикулярна плоскости основания.  

В качестве приемной антенны 2 использовался небольшой пирамидальный 

рупор. Его основание (апертура) размером 3,3λ × 2,0λ (x × y) также лежало  

в плоскости Oxy. Большая сторона апертуры была направлена параллельно  
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оси Ox, меньшая – оси Oy, а сам рупор – против оси Oz. За точку r в измерениях 

и при расчете коэффициента передачи по формуле (8) принимался радиус-вектор 

из центра апертуры рупорной антенны П6-132 в центр апертуры небольшой 

рупорной антенны. 

 

Рис. 1. Коэффициент передачи в плоскости Oyz. 

Коэффициент передачи S21 между рупорными антеннами был измерен  

на прямоугольной поверхности в плоскости Oyz с центром в точке {0, 0, 27λ},  

на которой было взято 61 × 101 точек (y × z) в узлах прямоугольной эквидистантной 

сетки с шагом Δx = Δy = λ/2 (рис. 1). Для расчета коэффициента передачи S21  

по формуле (8) использовались значения ДН рупорных антенн на сфере,  

которая была разбита на 2 + 179 × 180 точек (θ × φ) в узлах эквидистантной сетки  

с шагом Δθ = 1° и Δφ = 2°. Сами ДН были рассчитаны с помощью строгого 

решения задачи излучения электромагнитного поля методом интегральных 
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уравнений [13]. С целью избегания столкновений небольшой рупорной антенны 

с антенной П6-132 и ее опорой, измерения коэффициента передачи S21 были 

проведены только в области z > 2λ (рис. 1). 

На рис. 1 приведены результаты измерений коэффициента передачи S21 

между двумя рупорными антеннами и его расчета по формуле (8) в сечении Oyz. 

Отличия наблюдаются при значениях ниже −40 дБ, что соответствует области 

формирующихся второго и последующих боковых лепестков. 

С целью более детального сравнения на рис. 2 и рис. 3 приведены 

распределения коэффициента передачи S21 с рис. 1 в отдельных сечениях. 

Разность результатов расчета и измерений позволяет оценить все составляющие 

ошибки, в том числе обусловленные областью применимости формулы (8), 

несовпадением истинных координат с расчетными на рис. 1, а также 

пренебрежением переотражениями электромагнитных волн [14]. 

 

Рис. 2. Коэффициент передачи S21 в z-сечениях в эксперименте и по формуле (8). 
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Рис. 3. Коэффициент передачи S21 в y-сечениях в эксперименте и по формуле (8). 

На рис. 2 и рис. 3 видно, что суммарная ошибка вычислений коэффициента 

передачи по формуле (8) может достигать уровня −27 дБ при z < 17λ. 

На большем расстоянии она не превышает уровень −45 дБ. 

Большая суммарная ошибка вычислений коэффициента передачи  

по формуле (8) на небольших расстояниях, по всей видимости, связана  

с пренебрежением переотражениями электромагнитных волн. Приближенные 

условия ДЗ электромагнитного излучения для небольшой рупорной антенны 

формируются на расстоянии r = 21,8λ, где суммарная ошибка уже не превышает 

уровень −30 дБ. Таким образом, условия ДЗ для меньшей антенны могут быть 

выбраны в качестве критерия того, что суммарная ошибка вычислений 

коэффициента передачи по формуле (8) не превысит уровень −30 дБ. 

Весовая функция (6), которая находится под знаком интеграла в формуле (8), 

является приближенной. Таким образом, формула (8) также является приближенной. 

С целью оценки методической ошибки вычислений коэффициента передачи S21 



ЖУРНАЛ РАДИОЭЛЕКТРОНИКИ, eISSN 1684-1719, №8, 2026 

9 

по формуле (8) на рис. 4 и рис. 5 приведены его распределения в тех же сечениях 

в сравнении с формулой Кернса (2). 

Методическая ошибка вычислений коэффициента передачи S21 по формуле (8) 

на рис. 4 не превышает уровень −55 дБ. Аналогичный результат наблюдается на 

рис. 5 за исключением области |y| < 5λ в сечении z = 5λ, где методическая ошибка 

вычислений по формуле (8) достигает уровня −37 дБ. 

В работе [11] весовая функция (6) изначально включает в себя волновой 

вектор поля в точке расчета. Однако, поскольку поле только предстоит 

вычислить по формуле (5) и волновой вектор неизвестен, далее берется его 

оценка по фазовому центру излучения. Вблизи апертуры рупорной антенны 1 

волновой вектор направлен не из ее фазового центра, а по нормали к апертуре. 

Именно по этой причине в области |y| < 5λ сечения z = 5λ на рис. 5 методическая 

ошибка вычислений по формуле (8) выросла с уровня −55 дБ до уровня −37 дБ. 

 

Рис. 4. Коэффициент передачи S21 в z-сечениях по формулам (2) и (8). 
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Рис. 5. Коэффициент передачи S21 в y-сечениях по формулам (2) и (8). 

В работе [11] приведены результаты эксперимента по измерению 

коэффициента передачи S21 между антенной П6-132 и открытым концом 

прямоугольного волновода на неканонической поверхности на расстоянии 6λ  

и в тех же точках сечения Oyz на рис. 1. Коэффициент передачи S21 считался  

с точностью до константы приближенно равным Ey-компоненте напряженности 

электрического поля, что позволило пересчитать его с неканонической 

поверхности на сферу в ДЗ по формуле (3), а затем обратно в сечение Oyz  

по формуле (4). Таким образом, экспериментальные результаты в работе [11] 

подтверждают корректность формулы (8) для расчета коэффициента передачи 

между антеннами. 

Важно отметить, если антенны 1 и 2 располагаются в областях z < 0 и z > 0, 

соответственно, то формула Кернса (2) позволяет рассчитывать коэффициент 

передачи между ними только в области z > 0. Для расчета с помощью формулы 

Кернса (2) коэффициента передачи в области z < 0 требуется повернуть 

декартову систему координат и найти новую спектральную плотность 

разложения по плоским векторным волнам. Формула (8) же позволяет 
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рассчитывать коэффициент передачи между антеннами во всем пространстве  

за исключением объема, занятого антенной 1. 

Заключение 

При поступательном перемещении антенн зависимость коэффициента 

передачи между ними от разности их декартовых координат является решением 

уравнения Гельмгольца. Подстановка зависимости коэффициента передачи 

между антеннами в интеграл Кирхгофа позволила обобщить формулу Кернса  

на случай замкнутых поверхностей, построенных вокруг источников 

электромагнитного излучения. Согласно проведенным экспериментальным 

оценкам, суммарная ошибка вычислений коэффициента передачи по новой 

формуле эквивалентна помехе на уровне не выше −30 дБ. 
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