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Аннотация. В статье рассматриваются стохастические системы при импульс-

ных воздействиях, образующих пуассоновские потоки событий и приводящих к 

разрывам траекторий системы. Решается задача нахождения плотности вероят-

ности вектора состояния. В основе предлагаемых методов лежит использование 

метода статистических испытаний и спектральной формы математического 

описания систем управления. 
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Введение 

При проектировании сложных радиотехнических систем (радиолокаци-

онных комплексов, бортовых радиоэлектронных систем летательных аппара-

тов, навигационных систем и др.) необходимо учитывать случайные факторы 

или воздействия, которые могут быть как проявлениями внешней среды, так и 

отклонениями номинальных параметров самой системы. 

Случайные воздействия могут иметь различную природу, действовать по-

стоянно (непрерывно) или время от времени (в виде импульсов). Удобной ма-

тематической моделью для описания процессов, подверженных непрерывным и 

импульсным возмущениям, являются стохастические дифференциальные урав-

нения с диффузионной и скачкообразной компонентами [1–4]. 

Далее рассматриваются задачи нахождения вероятностных характеристик 

процессов, описываемых стохастическими дифференциальными уравнениями с 

диффузионной и скачкообразной компонентами, или задачи анализа стохасти-

ческих систем с пуассоновской составляющей. 

Аналитические решения в таких задачах если и можно найти, то только 

лишь для специально подобранных случаев, поэтому необходимым этапом про-

ектирования может стать применение различных приближенных методов. 

В статье даны разные формы математического описания стохастических 

систем с пуассоновской составляющей, приводятся разработанные методы и 

алгоритмы приближенного анализа – нахождения вероятностных характери-

стик вектора состояния системы с помощью метода статистического моделиро-

вания [5–12] и спектральной формы математического описания систем управ-

ления [13–20]. 

Метод статистического моделирования основан на моделировании реше-

ний стохастических дифференциальных уравнения и вычислении статистиче-

ских оценок искомых вероятностных характеристик решения. Спектральный 

метод анализа состоит в приближенном решении интегро-дифференциального 

уравнения в частных производных [1, 3, 4], описывающего эволюцию плотно-

сти вероятности вектора состояния (уравнение Колмогорова–Феллера), с по-
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мощью представления искомой плотности вероятности в виде функционально-

го ряда по подходящему базису.  

Преимущества предлагаемых подходов к анализу состоят в простоте реали-

зации и универсальности, а именно возможности решения задачи анализа для 

линейных и нелинейных, одномерных и многомерных моделей стохастических 

систем, для различных законов распределения величин приращений вектора со-

стояния и их интенсивностей. Апробация предлагаемых методов проводится на 

модельных примерах анализа воздействия импульсов на электрические цепи. 

1. Математические модели систем с пуассоновской составляющей 

Приведем различные варианты описания стохастических систем с им-

пульсными воздействиями, образующими пуассоновский поток событий. Рас-

смотрим стохастическое дифференциальное уравнение Ито с пуассоновской 

составляющей [2]: 

 0 0( ) ( , ( )) ( , ( )) ( ) ( ), ( ) ,dX t f t X t dt t X t dW t dQ t X t Xσ= + + =  (1) 

где nX R∈  – вектор состояния; 0[ , ]t t T∈ , 0[ , ]t T  – отрезок времени функциони-

рования системы; 0( , ) :[ , ] nnf t x t T R R× →  – вектор-функция размеров 1n × , 

0( , ) :[ , ] n n st x t T R Rσ ×× →  – матричная функция размеров n s× ; ( )W t  – s -

мерный стандартный винеровский процесс, не зависящий от начального состо-

яния 0X ; ( )Q t  – общий пуассоновский процесс, заданный в форме 

 
( )

1

( ) .
P t

k
k

Q t
=

= ∆∑  

В правой части последнего равенства ( )P t  – пуассоновский процесс, k∆  – 

независимые случайные величины из nR , распределение которых задано плот-

ностью вероятности ( , )kψ τ ∆ , т.е. вектор состояния X  получает случайные 

приращения в моменты времени 1τ , 2τ , …: 

 ( ) ( 0) .k k kX Xτ τ= − + ∆  
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Если величина приращения зависит от вектора состояния, то использует-

ся условная плотность вероятности ( , | )k x zψ τ , характеризующая распределе-

ние ( )kX τ  при условии ( 0)kX zτ − = . В частном случае ( , | ) ( , )k kx z x zψ τ ψ τ= − . 

Пуассоновский поток событий и пуассоновский процесс ( )P t  определя-

ются интенсивностью ( )tλ . 

Для описания математической модели стохастической системы с пуассо-

новской составляющей может применяться уравнение Колмогорова–Феллера – 

интегро-дифференциальное уравнение в частных производных, описывающее 

эволюцию плотности вероятности ( , )t xϕ  вектора состояния (в случае, если та-

кая плотность существует): 

 
[ ]

2

1 1 1

0 0

( , ) 1
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

2

( ) ( , ) ( ) ( , | ) ( , ) , ( , ) ( ),
n

i ij
i i ji i j

R

n n nt x
f t x t x g t x t x

t x x x

t t x t t x z t z dz t x x

ϕ ϕ ϕ

λ ϕ λ ψ ϕ ϕ ϕ
= = =

∂ ∂ ∂
 = − + − ∂ ∂ ∂ ∂

− + =

∑ ∑∑

∫
 (2) 

где ( , )ijg t x  – элементы матрицы диффузии T( , ) ( , ) ( , )g t x t x t xσ σ= , 0( )xϕ  – 

плотность вероятности начального состояния 0X . 

Задача анализа стохастических систем с пуассоновской составляющей за-

ключается в нахождении вероятностных характеристик вектора состояния 

(плотности вероятности, моментных характеристик) в соответствии с заданной 

математической моделью. 

2. Статистический алгоритм численного решения стохастических си-

стем с пуассоновской составляющей 

Статистический алгоритм численного решения стохастических систем с 

разрывами траекторий вида (1) должен в себя включать: моделирование момен-

тов разрыва траекторий, моделирование величины скачка, а также вычисление 

между скачками численного решения стохастического дифференциального 

уравнения с непрерывными траекториями. В рассматриваемом случае распре-

деление моментов разрыва траекторий определяется интенсивностью ( )tλ  
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пуассоновского процесса ( )P t . Так как интенсивность зависит от времени, то 

моделирование моментов смены структуры будет осуществляться по методу 

максимального сечения [5–7]. Применение этого метода требует выполнения 

условия ( ) consttλ λ≤ =  на всем интервале интегрирования 0[ , ]t T . 

Статистический алгоритм моделирования траекторий процесса ( )X t  

для стохастических систем с пуассоновской составляющей 

0) : 0k = ; : 0stop = ; : 0kτ = ; моделируем kX  согласно заданному 0X ; 

1) моделируем возможный момент разрыва траекторий 1k kτ τ ς+ = + , где 

ς  – случайная величина с плотностью ( ) ep λθθ λ −=  (по формуле ln /ς α λ= − , 

в которой α  – равномерно распределенная на интервале (0,1) случайная вели-

чина); если 1k Tτ + > , то 1 :k Tτ + =  и : 1stop = ; 

2) решаем стохастическое дифференциальное уравнение в смысле Ито 

 ( ) ( ) ( , ( )) ( , ( )) ( )
k k

t t

kX t X f X d X dW
τ τ

τ τ τ τ σ τ τ τ= + +∫ ∫  

или эквивалентное ему стохастическое дифференциальное уравнение в смысле 

Стратоновича 

 ( ) ( ) ( , ( )) ( , ( )) ( )
k k

t t

kX t X a X d X dW
τ τ

τ τ τ τ σ τ τ τ= + +∫ ∫ �  

на интервале 1[ , ]k kτ τ + численным методом [8] с шагом h и находим 1kX +  – ре-

шение в момент 1kτ + , при этом шаг должен быть согласован с интенсивностью, 

например, 0.1 /h λ≤ ; если 1stop = , то процесс моделирования завершается; 

3) проверяем условие разрыва: если 1 1( ) / ,kα λ τ λ+≤ где 1α  – равномерно 

распределенная на интервале (0,1) случайная величина, то переходим к п. 4; 

иначе переходим к п. 5; 

4) моделируем случайную величину X согласно плотности 1( , | )kt x Xψ +  и 

полагаем 1 :kX X+ = ; или моделируем величину скачка 1k +∆  согласно плотности 

( , )tψ ∆  и полагаем 1 1 1:k k kX X+ + += + ∆ ; 
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5) если 1k Tτ + ≠ , то : 1k k= +  и переходим к п. 1, иначе процесс моделиро-

вания завершается. 

Замечания. 

1. Функции ( , )a t x  и ( , )f t x  связаны соотношением 

 
·

1 1

( , )1
( , ) ( , ) ( , ).

2

n s
r

ir
ii r

t x
a t x f t x t x

x

σ
σ

= =

∂
= −

∂∑∑  

в котором · ( , )r t xσ  – r -й столбец матрицы ( , )t xσ . Если ( , )t yσ  не зависит от y , 

то функции ( , )a t x  и ( , )f t x  совпадают. 

2. Пункт 3 в алгоритме будет отсутствовать, если интенсивность λ  по-

стоянна, так как проверяемое условие будет всегда истинно. 

3. Выбор численного метода решения конкретного стохастического диф-

ференциального уравнения и шага интегрирования h  определяются видом си-

стемы (1) и требуемой точностью вычисления вероятностных характеристик 

выходных процессов. 

4. Сетка по времени { }it  является суперпозицией равномерной сетки с 

шагом h  и моментов разрыва траекторий. 

5. Метод максимального сечения предполагает моделирование времени 

τ , через которое произойдет разрыв траектории, по следующему правилу: 

 
*

1

( )
, min : , ,

n
n

N n n k
k

t
N n

λ ζτ ζ α ζ ξ
λ =

 + = = ≤ = 
  

∑  

где 1 2, ,..., ,...nξ ξ ξ  – последовательность независимых одинаково распределен-

ных случайных величин с плотность ( )p θ  (см. п. 1 алгоритма);  1 2, ,..., ,...nα α α  

– последовательность независимых равномерно распределенных на интервале 

(0,1) случайных величин; *t  – начальный момент времени или предыдущий 

момент разрыва. Вместо описанного подхода можно использовать более эко-

номичный модифицированный метод максимального сечения, согласно кото-

рому  

 
*

1

( )
min : 1 1 ,

n
i

i

t
N n

λ ζα
λ=

 
  


 + = − > − 
 

∏  
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где α  – равномерно распределенная на интервале (0,1) случайная величина [9]. 

Использование модифицированного метода максимального сечения со-

кращает время моделирования неоднородного пуассоновского процесса (после-

довательности моментов разрывов траекторий) примерно на 10% и снижает 

конструктивную размерность алгоритма, связанную с многомерной равномер-

ностью используемых псевдослучайных чисел [9, 10]. 

В работе [11] для численного решения стохастического дифференциаль-

ного уравнения в смысле Стратоновича 

 0 0( ) ( , ( )) ( , ( )) ( ), ( ) ,dX t a t X t dt t X t dW t X t Xσ= + =�   

построено семейство численных методов. При численных расчетах использо-

вался устойчивый метод из этого семейства [12]: 

 
( )

( )

1

1 1

1 1

( , )
( , ) ( , )

2 2

( , ) ( , ) , ( , ,)
2

pi
i i i i

p p
i i i

i
i

i i ii i

i

i i

a t Xh h
X X I a t X a t X

x

h
t X t X X X h t Xσ σ ζ σ ζ

−

+ +

+ +

∂ = + − + + ∂ 

+ + = +

 (3) 

где iX  – значение приближенного решения в узле сетки по времени it ; I  – еди-

ничная матрица размера n n× ; 1i iih t t+= −  – шаг интегрирования в узле it , iζ  – 

вектор независимых между собой случайных величин, имеющих нормальное 

распределение с нулевыми математическими ожиданиями и единичными дис-

персиями. Сетка 0 1 ...
Tnt t t T< < < =  на отрезке 0[ , ]t T  строится для каждой тра-

ектории численного решения и включает все моменты скачков. 

Нормальные случайные величины riζ  (координаты iζ ) с нулевыми мате-

матическими ожиданиями и единичными дисперсиями моделировались по 

формуле 

 1 22ln cos(2 ), 1,..., ,ri r sζ β πβ= − =  

где для моделирования 1 2, ,α β β  – равномерных на интервале (0,1) случайных 

величин (различных для всех r ) – использовался датчик псевдослучайных чи-

сел RAND [5]. 
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3. Спектральный метод анализа стохастических систем с пуассонов-

ской составляющей 

Спектральный метод анализа базируется на применении спектральной 

формы математического описания систем управления [13]. В основе этого под-

хода лежит представление функций их спектральными характеристиками – 

упорядоченными совокупностями коэффициентов разложения в ряды по под-

ходящей системе ортонормированных функций. Применение спектральной 

формы математического описания позволяет перейти от операторных уравне-

ний (в данном случае интегро-дифференциального уравнения (2)) к алгебраиче-

ским (для коэффициентов разложения), которые представляются в матричной 

форме. Специфика задач и методика формирования систем ортонормированных 

функций приводят к необходимости использовать математический аппарат тео-

рии многомерных матриц, который в достаточном объеме изложен в [14, 15]. 

Там же содержатся определения спектральных характеристик и спектральных 

преобразований, их свойства. 

Для применения спектральной формы математического описания удобнее 

использовать операторную форму записи уравнения (2): 

 0 0
( , )

( , ) ( , ) ( , ), ( , ) ( ),
t x

t x t x t x t x x
t

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ∂ = − + =
∂

A L H  (4) 

где линейные операторы A , L  и H  определяются выражениями 

 
[ ]

2

1 1 1

1
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ,

2

( , ) ( ) ( , ), ( , ) ( ) ( , | ) ( , ) .
n

i ij
i i ji i j

R

n n n

t x f t x t x g t x t x
x x x

t x t t x t x t t x z t z dz

ϕ ϕ ϕ

ϕ λ ϕ ϕ λ ψ ϕ
= = =

∂ ∂
 = − +  ∂ ∂ ∂

= =

∑ ∑∑

∫

A

L H

 

Оператор A  называют оператором Фоккера–Планка–Колмогорова, L  – 

оператор умножения, H  – оператор Фредгольма. 

Пусть 
0 10 1 , , , 0{ ( , , , , , )}

nn i i ie i i i t x … =
∞…  – ортонормированный базис простран-

ства 02 [ , ]( )nL t T R× , причем функции 0 1( , , , , , )ne i i i t x…  порождаются всевозмож-

ными произведениями функций, образующих ортонормированные базисы 
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0 00{ ( , )} iq i t =
∞  и 

1 01 , ,{ ( , , , )}
nin ip i i x ∞

… =…  пространств 02 ]([ ),L t T  и 2( )nL R  соответ-

ственно, т.е. 0 1 0 1( , , , , , ) ( , ) ( , , , )n ne i i i t x q i t p i i x… = … , 0 1, , , 0,1,2,ni i i… = … 

Напомним [14], что спектральной характеристикой некоторой функции 

( , )z t x , определенной относительно базиса 
0 10 1 , , , 0{ ( , , , , , )}

nn i i ie i i i t x … =
∞… , называет-

ся ( 1)n + -мерная бесконечная матрица ( 1,0)Z n +  с элементами 

 

( )

0

20 1 0
0 1 [ , ]

0 1

( )

0 1

[ , ]

( , , , , , ), ( , )

( , , , , , ) ( , ) , , , , 0,1,2,

n
n

n

n L R

n n

R

i i i t T

t T

z e i i i t x z t x

e i i i t x z t x dtdx i i i

×

×

… = … =

= … … = …∫
 (5) 

т.е. 
0 1 ni i iz …  – коэффициенты разложения функции ( , )z t x  в ряд по функциям ба-

зисной системы 
0 10 1 , , , 0{ ( , , , , , )}

nn i i ie i i i t x … =
∞… , обозначение: [ ( , )] ( 1,0)z t x Z n= +S . 

Спектральная характеристика плотности вероятности называется обобщенной 

характеристической функцией. 

Применяя спектральное преобразование S  (отображение, ставящее в со-

ответствие функции ее спектральную характеристику) к левой и правой частям 

уравнения (4), получаем 

  [ ] [ ] [ ]
0 0( , ) ( )

( , )
( , ) ( , ) ( , ) ,

t x x

t x
t x t x t x

t ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ
=

 ∂ = − + 
∂  

S S S SA L H  

или в развернутом виде 

[ ]

[ ]

0 0( , ) ( ) 1

2

1 1

( , )
( , ) ( , )

1
( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , | ) ( , ) .

2 n

i
it x x i

ij
i j

n

n

i

n

j R

t x
f t x t x

t x

g t x t x t t x t t x z t z dz
x x

ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ λ ϕ λ ψ ϕ

= =

= =

   ∂ ∂= − +   ∂ ∂    

  ∂
 + − +    ∂ ∂      

∑

∑∑ ∫

S S

S S S

 

Согласно свойствам спектрального преобразования функций и линейных 

операторов имеем 

 
0 0

0 0
( , ) ( )

( , )
( 1, 1) ( 1,0) (1,0; ) ( ,0),

t x x

t x
P n n n q t n

t ϕ ϕ

ϕ
=

 ∂ = + + ⋅ Φ + − ⊗ Φ 
∂  

S  
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где 

  ( )T
0 0( 1, 1) ( 1, 1) (1,0; ) (1,0; ) ( , ).P n n n n q t q t E n n+ + = + + + ⋅ ⊗P  

В этих соотношениях ( 1, 1)n n+ +P  – спектральная характеристика опера-

тора дифференцирования по времени [14], определенная относительно системы 

0 10 1 , , , 0{ ( , , , , , )}
nn i i ie i i i t x … =

∞… ; ( 1,0)nΦ +  – спектральная характеристика плотности 

вероятности ( , )t xϕ  вектора состояния X  (обобщенная характеристическая 

функция), определенная относительно той же базисной системы; ( , )E n n  – 2n -

мерная единичная матрица; 0(1,0; )q t  – матрица-столбец значений функций ба-

зисной системы 
0 00{ ( , )} iq i t =
∞  при 0t t= : 

 [ ]T0 0 0 0(1,0; ) (0, )  (1, )  (2, )  .q t q t q t q t= …  

Через 0( ,0)nΦ  обозначена спектральная характеристика плотности веро-

ятности 0( )xϕ  начального состояния 0X , определенная относительно базисной 

системы 
1 01 , ,{ ( , , , )}

nin ip i i x ∞
… =… . Это означает, что 0( ,0)nΦ  – n -мерная бесконеч-

ная матрица с элементами 

 
( )

210 1 0 1( ) 0

1

( , , , ), ( ) ( , , , ) ( ) ,

, , 0,1,2,

n
n

n
Li i Rn n

R

n

p i i x x p i i x x dx

i i

ϕ ϕ ϕ… = … = …

… = …

∫
 (6) 

Далее, 

 

[ ]
[ ]
[ ]

( , ) ( 1, 1) ( 1,0),

( , ) ( 1, 1) ( 1,0),

( , ) ( 1, 1) ( 1,0),

t x A n n n

t x n n n

t x H n n n

ϕ
ϕ
ϕ

= + + ⋅ Φ +

= Λ + + ⋅ Φ +

= + + ⋅ Φ +

S

S

S

A

L

H

 

где ( 1, 1)A n n+ + , ( 1, 1)n nΛ + +  и ( 1, 1)H n n+ +  – спектральные характеристики 

линейных операторов A , L  и H  соответственно. 

Спектральная характеристика линейного оператора A  – это 2( 1)n + -

мерная бесконечная матрица ( 1, 1)A n n+ + , элементы которой определяются со-

отношением 
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( )
0 1 0 1 02

0

0 1 0 1 [ , ]

0 1 0

(

1

[ , ]

0 0 1

)

1

( , , , , , ), ( , , , , , )

( , , , , , ) ( , , , , , ) ,

, , , , , , , 0,1,2,

n

n

n nj ji i i j n n t T

n n

t T R

n

L R

n

a e i i i t x e j j j t x

e i i i t x e j j j t x dtdx

i i i j j j

…

×

×… = … … =

= … …

… … = …

∫

A

A  (7) 

Спектральные характеристики ( 1, 1)n nΛ + +  и ( 1, 1)H n n+ +  линейных 

операторов L  и H  определяются аналогично. 

Одно из преимуществ спектральной формы математического описания 

систем управления состоит в развитом алгоритмическом обеспечении: явным и 

рекуррентным формулам для расчета спектральных характеристик линейных 

операторов, соответствующих элементарным звеньям систем управления, для 

различных базисных систем [13–18]. Это операторы умножения, дифференци-

рования и интегрирования. Поэтому спектральную характеристику 

( 1, 1)A n n+ +  линейного оператора A  целесообразно представлять следующим 

образом [14]: 

 
1

1 1

( 1, 1) ( 1, 1) ( 1, 1)

1
( 1, 1) ( 1, 1),

2

i i
i

n n

ij ij
i j

n

A n n n n F n n

n n G n n

=

= =

+ + = − + + ⋅ + + +

+ + + ⋅ + +

∑

∑∑

P

P

 (8) 

где ( 1, 1)i n n+ +P  и ( 1, 1)ij n n+ +P  – спектральные характеристики операторов 

дифференцирования первого и второго порядков по координатам ix  и jx , а че-

рез ( 1, 1)iF n n+ +  и ( 1, 1)ijG n n+ +  обозначены спектральные характеристики 

операторов умножения на функции ( , )if t x  и ( , )ijg t x  соответственно; 

, 1,2, ,i j n= … . Все перечисленные спектральные характеристики определены 

относительно базисной системы 
0 10 1 , , , 0{ ( , , , , , )}

nn i i ie i i i t x … =
∞… . 

Таким образом, 

0 0( 1, 1) ( 1,0) (1,0; ) ( ,0) ( 1, 1) ( 1,0)

( 1, 1) ( 1,0) ( 1, 1) ( 1,0),

P n n n q t n A n n n

L n n n H n n n

+ + ⋅ Φ + − ⊗ Φ = + + ⋅ Φ + −
− + + ⋅ Φ + + + + ⋅ Φ +

 

или 
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( )

0 0

( 1, 1) ( 1, 1) ( 1, 1) ( 1, 1)

( 1,0) (1,0; ) ( ,0).

P n n A n n L n n H n n

n q t n

+ + − + + + + + − + + ⋅
⋅ Φ + = ⊗ Φ

 (9) 

Эти уравнения, как и в случае отсутствия пуассоновской составляющей, 

будем называть уравнениями обобщенной характеристической функции [14]. 

Они представляют собой матричную запись системы линейных неодно-

родных алгебраических уравнений, неизвестными в которых являются элемен-

ты 
0 1 ni i iϕ …  матрицы ( 1,0)nΦ +  – коэффициенты разложения плотности вероят-

ности ( , )t xϕ  в функциональный ряд по функциям базисной системы 

0 10 1 , , , 0{ ( , , , , , )}
nn i i ie i i i t x … =

∞… . Их решение записывается в форме 

  ( )
( )

1

0 0

( 1,0)

( 1, 1) ( 1, 1) ( 1, 1) ( 1, 1)

(1,0; ) ( ,0) .

n

P n n A n n L n n H n n

q t n

−

Φ + =

= + + − + + + + + − + + ⋅

⋅ ⊗ Φ

 (10) 

C учетом (8) это решение можно представить так: 

(

)

( )

1

1

1 1

0 0

( 1,0) ( 1, 1) ( 1, 1) ( 1, 1)

1
( 1, 1) ( 1, 1) ( 1, 1) ( 1, 1)

2

(1,0; ) ( ,0) .

n

i i
i

n

ij ij
i j

n

n P n n n n F n n

n n G n n L n n H n n

q t n

=

−

= =

Φ + = + + + + + + + −

− + + + + + + + − + +

⋅

⋅ ⋅

⋅ ⊗ Φ

∑

∑∑

P

P  

Отметим, что более детальное представление для некоторых спектраль-

ных характеристик, входящих в уравнения обобщенной характеристикой функ-

ции, изложено в [14]. 

После нахождения обобщенной характеристической функции ( 1,0)nΦ +  

плотность вероятности ( , )t xϕ  вектора состояния может быть представлена в 

виде ряда 

 
0 1

0 1

0 1 0
, , , 0

( , ) ( , , , , , ), ( , ) [ , ] .
n

n

n
i i i n

i i i

t x e i i i t x t x t T Rϕ ϕ
∞

…
… =

= … ∈ ×⋅∑  (11) 

Представление решения задачи анализа стохастических систем с пуассо-

новской составляющей рядом (11) носит скорее теоретический характер. На 
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практике получить всю совокупность коэффициентов разложения функции 

( , )t xϕ  в общем случае вряд ли возможно. Для этого требуется, чтобы много-

мерная матрица ( 1, 1) ( 1, 1) ( 1, 1) ( 1, 1)P n n A n n L n n H n n+ + − + + + + + − + +  или ее 

сечения и структура имели специальный вид [14], например, треугольный или 

ленточный. Поэтому далее будем говорить о приближенном решении задачи 

анализа, т.е. о представлении решения в виде частичной суммы 

 
0 1

0 1
0 1

1 11

0 1
0 0 0

( , ) ( , , , , , ),
n

n

n

L LL

i i i n
i i i

t x e i i i t xϕ ϕ
− −−

…
= = =

= ⋅… …∑ ∑ ∑  (12) 

где числа 0 1, , , nL L L…  – порядки усечения спектральных характеристик. Индек-

сы в формулах (5)–(7) в этом случае принимают лишь конечное число значе-

ний: 0 0,i j = 00,1, , 1L… − , 1 1,i j = 10,1, , 1L… − , …, , 0,1, , 1n n ni j L= … − ; все перечис-

ленные спектральные характеристики будут конечными матрицами, а уравне-

ние (9) – матричная запись системы конечного числа линейных алгебраических 

уравнений (число уравнений и число неизвестных: 0 1 nL L L L⋅= ⋯ ). 

По найденной спектральной характеристике ( 1,0)nΦ +  могут быть опре-

делены маргинальные плотности вероятности (при 1n > ) и моментные характе-

ристики вектора состояния с использованием свойств спектральных характери-

стик линейных функционалов [19]. Для определения маргинальных плотностей 

вероятности спектральным методом достаточно, чтобы функции базисной си-

стемы 
1 01 , ,{ ( , , , )}

nin ip i i x ∞
… =…  порождались всевозможными произведениями 

функций базисных систем 
111 1 0{ ( , )} ip i x =
∞ , …, 0{ ( , )}

nn in np i x =
∞  пространства 2( )L R , 

т.е. 1 1 1 1( , , , ) ( , ) ( , )n n n np i i x p i x p i x… = ⋯ , 1, , 0,1,2,ni i… = … 

Алгоритм приближенного решения задачи анализа стохастических систем 

с пуассоновской составляющей спектральным методом 

1. Выбрать базисные системы 
0 00{ ( , )} iq i t =
∞  и 

1 01 , ,{ ( , , , )}
nin ip i i x ∞

… =…  (или 

111 1 0{ ( , )} ip i x =
∞ , …, 0{ ( , )}

nn in np i x =
∞ ), сформировать базисную систему 
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0 10 1 , , , 0{ ( , , , , , )}
nn i i ie i i i t x … =

∞… . Выбрать порядки усечения спектральных характери-

стик 0L , 1L , …, nL . 

2. Вычислить спектральные характеристики операторов дифференциро-

вания ( 1, 1)n n+ +P , ( 1, 1)i n n+ +P , ( 1, 1)ij n n+ +P  и операторов умножения 

( 1, 1)iF n n+ + , ( 1, 1)ijG n n+ + , ( 1, 1)n nΛ + + , спектральную характеристику 

( 1, 1)H n n+ +  оператора H , спектральную характеристику 0( ,0)nΦ  плотности 

вероятности начального состояния 0X ; сформировать матрицу-столбец 

0(1,0; )q t , матрицу ( 1, 1)P n n+ + . 

3. Найти решение (10) уравнения обобщенной характеристической функ-

ции. 

4. Представить плотность вероятности ( , )t xϕ  в виде (12). 

В качестве базисных систем 
0 00{ ( , )} iq i t =
∞ , 

111 1 0{ ( , )} ip i x =
∞ , …, 0{ ( , )}

nn in np i x =
∞  

могут применяться подходящие для конкретных задач системы ортонормиро-

ванных функций: полиномиальные, тригонометрические, кусочно-постоянные 

и др. [13–18, 20]. 

4. Примеры анализа воздействия импульсов на электрические цепи 

Рассмотрим задачу определения вероятностных характеристик напряже-

ния на конденсаторе в RC-цепи (интегрирующей цепи; см. рис. 1, а). 

 

   а)    б) 

Рис. 1. RC-цепь и RCL-цепь с генераторами импульсов 

Уравнение, описывающее динамику изменения напряжения на конденса-

торе, задается в виде [4] 
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( )

0
1

1
( ) ( ) ( ) ( ), (0) , ( ) ,

P t

k
k

du t u t dt dW t dQ t u u Q t
RC

σ
=

= − + + = = ∆∑  

где R  – сопротивление, C  – емкость конденсатора, σ  – параметр, характери-

зующий интенсивность помехи, 0u  – начальное напряжение, k∆  – амплитуды 

скачков напряжения; [0, ]t T∈ , T RC=  – время окончания процесса. Интенсив-

ность импульсов постоянна и равна λ . 

Для численных расчетов положим 38 10R = ⋅  Ом (8 кОм), 42.5 10C −= ⋅  ф 

(250 мкф), 0.14σ = , 0.1λ = , начальное напряжение 0u  имеет нормальное рас-

пределение с параметрами 
0

1.5um =  В, 
0

0.2uσ =  В (дисперсия 
0

0.04uD = ), слу-

чайные величины k∆  имеют логарифмически нормальное распределение с па-

раметрами 0.2m∆ =  и 0.15σ ∆ =  – математическое ожидание и среднеквадрати-

ческое отклонение для ln k∆ . 

При решении задачи методом статистических испытаний нормальная 

случайная величина 0u  моделировалась по формуле 
0 00 uuX mσ ξ= + , гдеξ  – 

стандартная нормальная случайная величина с нулевым математическим ожи-

данием и единичной дисперсией; моделирование времени между скачками 

осуществлялось по формуле ln /k kτ α λ= − , где kα  – независимые равномерные 

случайные величины на (0,1); моделирование величин скачков осуществлялось 

по формуле e m
k

σ α∆ ∆+∆ = , где α  – стандартная нормальная случайная величи-

на; на интервалах между скачками решение моделировалось по методу (3). Мо-

делировалось 610  траекторий. Сетка по времени является суперпозицией рав-

номерной сетки с шагом 0.1h =  и моментов скачков. Для оценивания плотно-

сти вероятности строилась гистограмма. 

При решении задачи спектральным методом в качестве базисной системы 

00 0{ ( , )} iq i t ∞
=  были выбраны полиномы Лежандра [14], а в качестве базисной си-

стемы 
11 0{ ( , )} ip i x ∞

=  – функции Эрмита [17] с параметрами 5m =  и 1D = , поряд-
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ки усечения 0 16L =  и 1 16L = ; для удобства вычислений предварительно была 

сделана линейная замена переменной: 5u X→ . 

Результаты вычислений для плотности вероятности и первых двух мо-

ментов напряжения приведены на рис. 2–4. Пунктиром изображены соответ-

ствующие характеристики без учета скачков напряжения ( 0)λ =  для сравнения. 

Рисунки слева соответствуют результатам, которые получены методом стати-

стических испытаний, а справа – спектральным методом. 

  

Рис. 2. Оценка плотности вероятности напряжения для RC-цепи 

  

Рис. 3. Оценка математического ожидания напряжения для RC-цепи 

  

Рис. 4. Оценка второго начального момента напряжения для RC-цепи 

Далее рассмотрим задачу определения вероятностных характеристик си-

лы тока в RCL-цепи (колебательном контуре; см. рис. 1, б). Следуя [4], будем 

использовать математическую модель 
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( )2

0 02
1

( ) ( ) ( ) (0)
( ) ,   (0) ,   ,   ( ) ,

P t

k
k

d i t di t dQ t di
LC RC i t i i i Q t

dt dt dtdt =
′+ + = = = = ∆∑  

где R  – сопротивление, C  – емкость конденсатора, L  – индуктивность, 0i  и 0i′  

– начальные данные, k∆  – амплитуды скачков; [0, ]t T∈ , 0.0001T =  с – время 

окончания процесса. Интенсивность импульсов постоянна и равна λ . 

Зададим числовые значения для параметров контура, начальных данных и 

параметров источника импульсов: 80R =  Ом, 61.2 10C −= ⋅  ф (1.2 мкф), 

21.5 10L −= ⋅  Гн (15 мГн), 15000λ = . Начальная сила тока 0i  случайна и имеет 

нормальное распределение с параметрами 
0

0im =  А и 
0

0.1iσ =  А; 0i′  имеет 

нормальное распределение с параметрами 
0

32.5 10im ′ = ⋅  А/с, 
0

310iσ ′ =  А/с. Слу-

чайные величины k∆  имеют нормальное распределение с параметрами 

69 10m −
∆ = ⋅  А·с, 61.8 10σ −

∆ = ⋅  А·с (дисперсия 123.24 10D −
∆ = ⋅ ). 

Предварительно уравнение было преобразовано к эквивалентной системе 

двух уравнений: 1i X→ , 2/di dt X→ ; кроме того, для увеличения точности 

расчетов был выбран другой масштаб времени, чтобы коэффициенты в уравне-

нии, описывающем динамику изменения силы тока, были одного порядка: 

[0,1]t ∈ , 1.5λ = ). 

При решении задачи методом статистических испытаний были использо-

ваны те же правила для моделирования случайных величин, что и в предыду-

щем примере. Моделировалось 610  траекторий. Сетка по времени является су-

перпозицией равномерной сетки с шагом 0.1h =  и моментов скачков. Для оце-

нивания плотности вероятности строилась гистограмма. 

При решении задачи спектральным методом в качестве базисной системы 

00 0{ ( , )} iq i t ∞
=  были выбраны полиномы Лежандра [14], а в качестве базисных си-

стем 
111 1 0{ ( , )} ip i x =
∞  и 

22 22 0{ ( , )} ip i x =
∞  – функции Эрмита [17] с параметрами 0m =  

и 0.01D = , порядки усечения 0 8L =  и 1 2 20L L= = . 
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Результаты вычислений для плотности вероятности и первых двух мо-

ментов силы тока приведены на рис. 5–7. Пунктиром изображены соответству-

ющие характеристики без учета скачков ( 0)λ =  для сравнения. Рисунки слева 

соответствуют результатам, которые получены методом статистических испы-

таний, а справа – спектральным методом. 

  

Рис. 5. Оценка плотности вероятности силы тока для RCL-цепи 

  

Рис. 6. Оценка математического ожидания силы тока для RCL-цепи 

  

Рис. 7. Оценка второго начального момента силы тока для RCL-цепи 

Как показали численные эксперименты, в примерах получены достаточно 

точные оценки вероятностных характеристик параметров электрических цепей. 
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