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��
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�
��  ����	�����	����  ���
������  ����
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(�� ., 
�����	� , [1, 2] �  ��������

�  ���  ���	������ ). ���  
������  ����
��  ���
����
��  
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���	�  (�������	�	�  ��	����	
�
  ���	�  � /���  ��  �����
 ) 
������
	��
  ����  

��	�	��	��	�  ������	
�	 . !  ������	  ��  
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�
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����
�	 ») ����  ����
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�
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  �
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���
�$�������  ��������
����
��  ��� , �������#�� ����
  �	�	������  �
	����  �	#��  

������  �  �  ����#� �	�  ��	��� , �����"�� ��
  ������
�	  �	����  [2-19]. 

!  
��	���  ���
��	  �	����  �	����  ������	
��  %����	����  [5] �����	
�  ����	����

�	  

����
�&	
�
  ��
  ��
����	
��
��  ���
����
��  ��
��  ' 
	�	��� . ����������	����  �	���  

�	&	
�
  ����	��  ����
	
��  (����	���  [6] 
�  
�&  ����
�  ���&	  ������  ��������  ��
  

�����
�
  ����	����  ���� ���  ��������
����
��  ��� . ��
  ��	��  �	����
���  ������	��  ������  

����������
	
�
  ��
���������	�����  ��	�������
��
���  ���
  ����"  ����
� -
	�	���
�
��  

��������  �
�������
���  �
�����������  ����	�����	�����  ���
�����  ��	�����	��
  �����
��"  

�  �����	

��  �	&	
��  �����	��	 , ���������
��"
�	  �����	
��  ����	�����	����  

���
���	����� . �����	��  �	����
���  ����	

�
  
������
	���  ���
����
��  ����  �  

���������	���  
	�	���
�
��  ����	�����	����  ���
����	 , �  ���  ����	  �  ���  
������  &���  

��������	
�  �  �������  [7-15], �������  ��  		  
	  �����������	�  �  ��

��  �����	 . 

)�����  ��
�	��  ��
����	
��
��  ���
����
��  ��
��  ' 
	�	���  %����	��  �	&��  �  

�����"����
�	�  ������
���"
��  ���
��
��  �������  �  ������  
����
�  ���
�� . ������"
�	  

��
�	
����"
�	  ���
��
�	  ������
  ������� �  �����"
�	  
����
�  ���
���  �  

�����	����� �		  ���	
	
�	  �$$	����
��  �����	����  ������	������ , �  ����
����  z-

�����
	
��  ���
�  ���
�  0z zl l b=  
	�	���
�
���  �������  ( 0l  – ���
�  ���
�  

��
���������	�����  �����	
�
  �  ������	 ; zb  – ������"
�
  �������
 ��
  ���$$���	
��  

$�������  ���	��	
�
  b  ���
����
��  ���� ). *��  ������
  ������ ��
  ��  ������
���"
��  

�������  �	���
�
��  �����  
�  ����  �	����
� . *���  $���  ��������  �  �����#
����  �����
�
  

����������
	
�
  ��	�������
��
��  ���
  �  ����
� -
	�	���
�
��  �����  ���
��	���	�  

�
�	����"
��  ���������  �  �����"  ����������	�����  ������� , ������ �	��  �	���  !�+ . 

����	���  �����	�&	��  ������
  ����	
������  !�+  – �	����  



 3 

2 2 2

,

,2 2
0 0

( , )1
( , ) max 1

( , )
y z

y z
y z R

y z
y z

k k y z

b
b d

b b+ £

Ñ
Ñ £ = <<

�
�

 

��
  ��
����	
��
��  ���
����
��  ��
��  ' 
	�	���  ��	�  ��	
�� : 510-£d , ��	  R  – ������  

�������  ����
��  
	�	���
�
����  – ������	

�  ��
��  �  ���������  yOz. 

���  ���	��
�  [5, 18, 19], ���
����
�
  ��
��  ' 
	�	���  
��
	��
  ��#
	�&��  

$�
����
��"
��  ��	�	
���  �
�	����"
� -�����	����  ��������� , 
�����	� , �����  ���  

�
�	����"
� -�����	����  !, -��	�����
�������� , ������ ���  �  �	��"
��  ���&���	  ��	�	
� . 

-�	����
�	  �  ���
����  ����	��  �����	����  �
������
��  ��	�	
���  �
�	����"
��  ��������  ���  

�	�	���	  �  
�
��	������  �������
  ���"
�  ��������	�  �  ��
��  �  ���	������
�	�  ����
��	
��  

��������	

��  ��$������

���  �$$	����� . 

 

2. �����	��  0
��	�	�1 . �����	����  ������  

����
	
�
  (����	���  ��
  ��	�������
��
���  ���
  �  �����	  
	  ������� �	�  


	��
����
��  ��
	�
��  �������
��  ��	��  (�  ���������	  �����  �  ���
��� ) �  ����	�	  %.  

����
��
  �  ����
	
�
�  [2]: 

t
H

Erot
t
E

Hrot
¶
¶

-=
¶
¶

=

~
~

,

~
~

�
�

�
�

me ,                                 (1) 

��	  0re e e=  – ����	�����	���
  ���
���	����"  ��	�� ; 0rm m m=  – ���
��
�
  ���
���	����"  

��	�� ; re , rm  – ��
����	�"
�	  ����	�����	���
  �  ���
��
�
  ���
���	�����  �����	����	

�  (�  


	���
��
��  ��	�	  ������	��
  m = 1); 0e  �  0m  – ���  ��	�����	���
  �  ���
��
�
  �����


�	  

�����	����	

� ; w me = 0nk , n  – �������	�"  ��	����	
�
  ��	��  (��	�"  �  ���		  – ���
  

�����������	���  �
�������
��  �
�	����"
��  ��������� ), 0 02k p l= , 2w pn= , n  – �������  

��	�������
��
���  ���
 ; E
�

, H
�

 – �	�����  
���
#	

���	�  ��	�����	�����  �  ���
��
���  
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���	� ; ������  ���"��  �  �	������  ���	�  ����#�	�  ��  �����	��
��  ������	� . ���  �����	  (1) 

���	
� , ���  ��
  ��
	�
��  �������
��  ��	��  �����	�����  ����
�&	
�
 : D Ee=
� �

, B Hm=
� �

, ��	  

D
�

 – �	����  ��	�����	����  �
������ , B
�

 – �	����  ���
��
��  �
������ . 

!  �	���
�
��  �	���	�����
��  ���
����	  (�� . /�� . 1) �����
�  ( ),h y z  �������  

���
��	���	��  ���
  �����


�  �  ������	

�	  ���� , ����������

 ��	�
  ����"  ���������  

yOz �  
������	
��  Oz, ��	 �  ����&�  ���	��
��  ���  [1]. 

!  ����
� -
	�	���
�
��  �	���	�����
��  ���
����	  (�� . /�� . 1) �����
�  �������  

���
��	���	��  ���
  
	�����


�  ( ),h y z const¹ , ���  ���  0, 0h y h z¶ ¶ ¹ ¶ ¶ ¹ , 
�  ���  ����  

������	� , ���  ���  ��������
�	  ����  ��  ����� �
��  �	����
	 : 1, <<¶¶¶¶ zhyh  . !  ����  

�����	  �	���  0��"	  ����	�	
�
  �	�	�	

�� , ���  ���  �	��	��
  �  �	���
�
��  �����	  (�� ., 


�����	� , [9-10]), ����	
��"  
	�"�
 . 

!  �����	  [17] �����"����
  ����������	����  �	���  �	&	
�
  ����	��  ����
	
��  (1) ��
  

����
� -
	�	���
�
��  ����	�����	����  �
�	����"
��  ���
��	���	�  ��������� . !  ������  �����  

�������  ������  ��������  ���  ������  (�� . 
�#	  ����#	
�
  (2� ), (2� )), ������� ��	  ���  


�����	��	  ���������	���	  ������#	
�	  [6]. 

��
  ���"
	�&	�  ��
��	�������  ���	��  ���  �����"����
  �	���  «������
��� » ����	�	
�
  

�	�	�	

��  (�	���  ��
�������� , ���	��
��  ���  ����$�������

��  �	���  1��	���
�  [20] 

«������
��� » ����	�	
�
  �	�	�	

�� ). /	&	
�	  ����
	
��  (����	���  �  �����
	
����  ���	�  

( ), ,U x y z , �����
����  ��  ��	�  �������
���	

��  �	�	�	

�� , ��	��
  �  ���	  ��
	�
��  

����� : 

 ( ) ( ) ( )
1

, , ; , ,
M

m m
v h

m

U x y z U x y z U y z
=

= � .                                            (2) 
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/
�  (2) ���	�#��  �
�#��	��  ( ),m
hU y z , �����
��	  ��  ������
���"
��  �	�	�	

��  y  �  z , �  

�
�#��	��  ( ); ,m
vU x y z , �����
��	  $�
����
��"
�  ��  �	������"
��  �	�	�	

��  x , �  

�����	����	���  �����
��	  ��  ������
���"
��  �	�	�	

�� . !  �	���
�
��  �����	  M  = 1 �  

( )1 ; ,vU x y z  = ( )1
vU x . 2	���������  ������	�  ���� , ���  ��#
�  ��	
	��	�"  ��	�� ����  

��	
���  �  m> 1, 
��
	��
  ������	  11 <<+ mm UU  . 

!  ����	  ��#
�  �������"  ������#	

�	  ����#	
�
 , ������� ��	  ���	�"  

����������
	
�
  ��	�������
��
���  ���
  �  ����
� -
	�	���
�
��  ������	  �
�������
���  

���
��
���  ����	�����	�����  ���
����� : 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
,

0

; ,
, , ; exp exp , ,

,

y zE x y z
E x y z t i t ik y z ds y z

y z
w b

b
� �¢ ¢ ¢ ¢= - � ��

�
��

,        (2� ) 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
,

0

; ,
, , ; exp exp , ,

,

y zH x y z
H x y z t i t ik y z ds y z

y z
w b

b
� �¢ ¢ ¢ ¢= - � ��

�
��

.          (2� ) 

��	  22 dzdyds +=  – ��	�	
�  ���
�  ���� . 

2�  �	���
�
��  ������	  ���
�����  ����"  ���  Oz �����  ����������

�"�
  
������
	��	  

T3- �  -( -���� . 1��
���  ����	��  ( ),x h y z const= =  ���
����
���  ���
  �  �������  
�  

�	���
�
��  ������	  ������
���"
� , �  �  � ���  ����	  ( )( ), , ,
t

h y z y z  �����	�"
�
  �  
	�  ��������"  

�������	�  �  ��������"  yOz. -�
�	
����"
�	  ���
��
�	  ������
  �����

 ��
  ��  

���	�"
����  ��
  -3 - �  ��
  -( -����  �����	����	

� : 

0 0 0 0
,z z y yh h h h

H H E E
- + - +

= = ;  
0 0 0 0

,z z y yh h h h
E E H H

- + - +
= = . 
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# .1. ���	�	�
�	  �	�	
�	  ����	��	���  �
�	����"
��  ��������� , ��������

��  ���
��  1–4. 
.
�	����"
��  ���
����  ��������
  ��	����  1, 2, 3. 2�  ����
�	  ����
��	
� : 1 – ������
 ��
  

��	��  ���  ������
��  ����  (������ ) �  �������	�	�  ��	����	
�
  cn ; 2 – ���
����
��  ����  

(�	���
�
�
  ����"  �
�	����"
��  ��������� ) �  �������	�	�  ��	����	
�
  fn ; 3 – �����#��  �  

�������	�	�  ��	����	
�
 sn ; 4 – ��
����	
��
�
  ���
����
�
  ��
��  ' 
	�	���  (
	�	���
�
�
  

����"  �
�	����"
��  ��������� ) �  �������	�	�  ��	����	
�
 ln ; R  – ������  ��	�����  ��
�� ; d  – 

�����
�  �	���
�
��  �����  ���
����
��  �
�	����"
��  ��������� ; ( ),x h y z=  – ���
���  

����	��  ���
����
���  ���
  4 �  �������  1. 
 
2�  ���	��
����  ����	��  ( ),x h y z=  
	�	���
�
���  �������  ���
�����  �  ����	  

( )( ), , ,
t

h y z y z  �����	�"
�
  ��������"  ����	��
  ����
	
�	�  ( ) ( )dx h y dy h z dz- ¶ ¶ - ¶ ¶  = 0 � , �  

���	�  �����	 , 
	  �������	�  �  ������
���"
��  ��������"  yOz, ������	���  ����
	
�	� : 

1 0 0dx dy dz- -  = 0. ���  ����  ��
�	
����"
�	  ���
��
�	  ������
  

0 0 0 0
,

h h h h
E E H Ht t t t- + - +

= =
� � � �

                                 (3) 
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�  ���	�  �����	  
	  �����

 ��
  ����	�"
�  ��
  TM-���  �  T3-��� . -����  ������� , ��	

�  

���
��
�	  ������
  ��
���� �  ��	  
	��������	  ���
����
�	  ����  (���  
�����	��	  ����� --3  

�  ����� --(  ���� ) �  ��
�  �������
��

�  ������
�  ���� . %�
�"  
��
	��
  ������  �  ����  

��	
��  1, <<¶¶¶¶ zhyh . ���  ����  �  �	&	
��  �  ����
� -
	�	���
�
��  ���
����	 , ���#	  ���  

�  �  ���  �	���
�
���  ���
����� , ���������� �  ������	  ������
���  ����"  ���  Ox  �  ��  �����  

�����

	��
  ���  ����������
	
��  ��� . 

!  �����	  [5] ��
  ��
����	
��
��  ���
����
��  ��
��  ' 
	�	��� , 
��
 �	��
  ����	���  

�����	���  
���  ����
� -
	�	���
�
��  �
�	����"
��  ���
����
��  �������� , ����  �����	
�  

����	����

�	  ����
�&	
�
  �  ������#	
�� , �����  
����

�	  ��
�	
����"
�	  ���
��
�	  

������
  ����  ���	
	
�  ��  ���	���
��  
�  ������
���"
�  ��������" . 

��	�  
	������
���"
����  ��
�	
����"
��  ���
��
��  �������  �
����  �  ����
�&	
�
  

%����	���  ����  ��������  ��  �����	���  d , ���	�	�	

���  ��	�� ���  ������� : 

( ) 12
, 0max y z kd b b

-
= Ñ

�
 (���  �����	�
��  ���
����
��  �
����  �	����
�  e eÑ

�
). 

!  ���	�  �����	  ����  
	�	���
�
���  ��	��	�
���  ����	�����	�����  �  �  ����
����  

�����	�����  ���
�����  – ���  ������
�	  ���� , ���	�#���	  ������"
�  �������
 ��  ���  

��	�����	����� , ���  �  ���
��
���  �	������ . 

 

3. ��������	����  0
��	�	�1  ��1  ��������������  ���  ����	� - 

	�
��0�1
	���  �	�������	���  ��
����
��������  ���	����� . 

�
�	��	��  0�����1  �  �����
���		��  ����	�2�	�1  

% �����"  �����
��	�"
��  ��$$	�	
������
��  �  �  ��	���  ���������
����  


���
#	

���	�  ���
  ��  ����
	
��  (����	���  (1) ������	�  ����#	
�
  ��
  �����
	
�  ���
  

, , ,x y y xE E H H  �  ��������
���	  ����
	
�
  ��
  �����
	
�  ���
  ,z zE H . )��	��� , ���  

��������
����  
�����	��
  ����
	
�	 , ��	 �		  ���  ���
�����  ����
	
�
  �  �	���  �����  
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���	
���� , �  ������  �����  ��������  ��	���  
��
  
�������
  ����#	
�	  ��  
	���	��
��  

$�
���� , �	�����  ���
���  �������  d  ��  ����
	
�  �  ����#	
�	�  �  �	���  ����� . 

!  ��#���  ��  ��
����
��  ������	�  

{ } { }
{ } { }

( , ]; , ( , ) , ( ,0); , ( , ) ,

[0, ( , )]; , ( , ) , [ ( , ), ); , ( , ) ,

s f

l c

I x d y z I x d y z

I x h y z y z I x h y z y z

= Î -¥ - Î -¥ +¥ = Î - Î -¥ +¥

= Î Î -¥ +¥ = Î +¥ Î -¥ +¥
    (4) 

�����	

�	  ��������
���	  ����
	
�
  �  
��	���  ��  ���
���  �������  d  ������#	
��  ��#
�  

�������"  �  ���	  ���
����  ����
	
�� : 

2
2

2 0z
z

d E
E

dx
c+ = ,                                                             (5) 

2
2

2 0z
z

d H
H

dx
c+ = ,                                                 (6) 

 ��	  2c  – ���	�	�
�	  ���
���	  ����� , ���
�	  �  
��	���  ��  ���
���  �������  d  ������#	
��  

�	����
	  ( )2 2 2
0 0kc em b= - . 

/	&	
�
  ����
	
��  (5), (6) ��	 �  ��� : 

( ) , ( , ]

( ) , [ ,0]

( ) , [0, ]

( ) , [ , )

f f

l l

xs
s s

i x i x
f f f

i x i x
l l l

xc
c c

E x A e x d

E x A e A e x d

E x A e A e x h

E x A e x h

g

c c

c c

g

-+ -

-+ -

-

= Î -¥ -

= + Î -

= + Î

= Î ¥

,                                      (7) 

( ) , ( , ]

( ) , [ ,0]

( ) , [0, ]

( ) , [ , )

s

f f

l l

c

x
s s

i x i x
f f f

i x i x
l l l

x
c c

H x B e x d

H x B e B e x d

H x B e B e x h

H x B e x h

g

c c

c c

g

-+ -

-+ -

-

= Î -¥ -

= + Î -

= + Î

= Î ¥

,                                     (8)  

��	 : 
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( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2 2
0 00, 0s s s f fk n k nc b g c b= - = - < = - > , 

( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2 2
0 00, 0l l c c ck n k nc b c b g= - > = - = - < . 

���		  
������  ������
���"
�	  ���
��
�	  ������
  
�  ���������  dx -=  �  
�  ���������  

0=x . «2	������
���"
�	 » ���
��
�	  ������
  
����
��
  ��	�� ���  ������� . *�	�����	���	  

���	 , ��
�	
����"
�	  �  ���
��	  0),( == zyhx  ����	��  ����  ��	� , ��		�  ���������  

( ) ( ) ( ), , , , , ,
t tt n n n

x y z x y z x y zE E E E E E E E Et t t = - . )�	�"  �	�	�  ( ), ,
tn n n

x y zE E E  ����
��	
�  
�����"
�
  

�������
 ��
  ��	�����	�����  ���
  �  ���	��
����  0),( =- zyhx , ������
��"
�
  �  �����	�"
��  

���������  0=
¶
¶

-
¶
¶

- dz
z
h

dy
y
h

dx , ���  ���  ( )nE
�

 �����
	��
�  �	����
���  ���  
t

z
h

y
h

��
�

	



�

�

¶
¶

-
¶
¶

- ,,1  


�����	�  �  ���	��
���� . 4�� ��  ������ ��
  ����#	
�
  ��
  ��
�	
����"
��  �����
	
�  


���
#	

���	�  ��	�����	�����  ���
  yEt , zEt  �  ��
�	
����"
��  �����
	
�  
���
#	

���	�  

���
��
���  ���
  yH t  �  zH t . 

.�  ��	�  �����
	
�  ��
�	
����"
���  ���
  tE
�

 ��&"  ��	  ��
	�
�  
	�������� . 

%�	�����	�"
� , ����
	  ��������
�  �������"  ���
��
�	  ������
  ��&"  tt
zy EE , . �
������
�  ��  

��	�  �����
	
�  ���
��
���  ���
  ��&"  ��	  t
yH  �  t

zH  
��
 ��
  ��
	�
�  
	���������� . 

%�	�����	�"
� , ���
��
�	  ������
  ��������
�  �������"  ��&"  ��
  
�� . 

1����������  �����
��  ��	
��  ������
	�  �������"  ������	  ����
�&	
�
 . *��  

����
�&	
�
  �  ���
��
�	  ������
  
�  ��	�  ���
����  �����������	���  �
�	����"
��  

���
��	���	�  ���������  ������ �  ��
����
�  ����	��  ��  ��	
������  ��
	�
��  

���	�����	����  ����
	
��  ��
  ��	
������  
	���	�	�	

��  ��������
��  ���$$���	
���  

, , , , , , ,s s f f l l c cA B A B A B A B± ± ± ± . *��  ����	��  ��		�  
	�������"
�	  �	&	
�	 , 	���  �
�  ����#�	
� , 

� .	 . 	���  �	�	���
�
�  ��

��  �������  Matr  ���	
  
�� . ������	   ( )det Matr  = 0 
��
	��
 , ��  
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���� , ����	����

��  ����
�&	
�	�  ��
  (������
�� ) ��������
����
��  ����  �  ����
� -


	�	���
�
��  ������	  ����	�����	�����  ���
����� . 2�#	  ��
  ��� �������  ����	�	
  

$����	
�  �����	

��  �������  (�������  1-7; ������  1-12). 

 (9) 

���  ���	��
�  [21] ���	�	���	�"  
��
	��
  ��
	�
��  $�
���	�  � ���  ���	�  ������ . 

%�	�����	�"
� , 	���  ��	 ��
  �������  � , !  �  %, ������ ��	�
  ����  ��  �����  ���"��  

��	�	
����  ��
��  ��  �����  ����� , �  �����	����� ��
  ������  �������  �  
��
	��
  ��
	�
��  

�����
���	�  ����  #	  �����  ������  B �  %, ��  det�  	��"  ��
	�
�
  �����
���
  �  �	��  #	  

���$$���	
����  ���	�	���	�	�  det!  �  det%. 
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.����"��
  ���  �������  [21], ��  ��#	�  �������" , ���  ��	������	��
  �  �  
	�������  �����	  

������	��
  �����	

�
  �������  Matr  �  �����	  ��	��  ���  
��	���� , ���  �  �	�����  ���
����  

������#	
�
  ��  �����	���  d . 

1��
��
�	  ������
  ��	������
	�  �����  ����	��  ���	�����	����  ����
	
��  ��
  a
�

 �  b
�

: 

0

0

a

b

� 	 � 	
=
 � 
 �

� �� �
A

�
� ,                                                                (10) 

��	  �	����  
	���	�	�	

��  ���$$���	
���  �������  ��  ����  &	����	�
��  �����
	
� : 

( ) ( ), , , , ,s f f l l ca A A A A A A+ - + -=
�

                                               (11) 

�  

( ) ( ), , , , ,s f f l l cb B B B B B B+ - + -=
�

.                                              (12) 

)�	�"  ��  �	�	�������  �	�����  
	���	�	�	

�	  ���$$���	
��  A  �  B  �  ����
	
�
  ��
  


�� , ���  ����	��  �  �	�	���
���	  �����  �  ��������  �  ������	  A . ��

�	  ��	������	
�	  

������
	�  �  
��	���  ������#	
��  ����	���"  ����	����

�	  ����
�&	
�
  ��
  -3 - �  -( -��� . 

(������  A  ��

��  ����	�� , ����	���  12´ 12 ��#	�  ���"  ��	������	
�  12-  ���������  

���� : 

( ) ( ) ( ) ( )0 2 ,  =1,...,12j j j jA A A A jd d= + +
� � � �

.                               (13) 

)�	�"  ������  
��	����  ���
���  �������  ��  d  ��	 �  ��� : 

( )1

T
A  = ( sde g-- , fi de c- ,

i df

e
c

,0,0,0,0,0,0,0,0,0); 

…………………………………………….; 

( )12

T
A  = (0,0,0,0,0,0,0,0,0, l

i h
le

cwmc , l
i h

le c wmc-- , ch
ci e gwmg -- ). 

�  ������  �	�����  ���
���  �������  ��  d  ��	 �  ��	�� ���  ��� : 

( )1

T
Ad  = (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0); 
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…………………………………………….; 

( )12

T
Ad  = {0,0,0, 2 2 2

0 0
l

i h
l l

s s h h s h
k k e

y z y z z y
cb c bc


 �¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶
+ -� �

¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶� �
, 

2 2 2
0 0

l
i h

l l

s s h h s h
k k e

y z y z z y
cb c bc -
 �¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶

+ +� �
¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶� �

,

2 2 2
0 0

c
h

c c

h s h h s s
k k e

z z y z y z
gwm bg g b -� 	¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶

+ -
 �¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶� �
,0,0,0,

2

0
l

i h
l

s h h
k e

y y z
cwm b wmc

� 	¶ ¶ ¶� 	+
 �
 �
 �¶ ¶ ¶� �� �
,

2

0
l

i h
l

s h h
k e

y y z
cwm b wmc -� 	¶ ¶ ¶� 	-
 �
 �
 �¶ ¶ ¶� �� �

, 
2

0
ch

c

h h s
i k e

z y y
gwmg wm b -

�� 	¶ ¶ ¶ �� 	- +
 � �
 �
 �¶ ¶ ¶� � �� � �
. 

4��	��� , ���  
�
��  ���  �������  �������  ���
���  �������  ��  d  ��
  ��

���  ����#	
�
  

�
��	
�
  
	  ��		� . 

% �	�"  ����	
�
  ������	�
��  �	��  �  ����	

���	�  �����	�	�	
��  ���$$���	
���  

���	��	
��  ( ),j y zb  ���  �����	����� ���  ��  �����	�	�	
��  ������"
��  ���
����  ���	�  

0
j j
y yk k b=  �  0

j j
z zk k b=  ��������
����
��  ���  ����
�������	�  ����������"  ����	����

��  

����
�&	
��  ��  �����	���  �������  d . 

!�����"��	��
  ���������  ��
	�
����  �	�	���
�
��  ��  ��#���  ��  �����  �������  A : 

 
( ) ( )
( ) ( )

0 2 0
1 12 1 12

2
1 12 1 12

det ,..., ,..., det ,..., ,...,

det ,..., ,..., det ,..., ,...,

j j j j

j j

A A A A A A A A

A A A A A A

d d

d d

+ + = +

+

� � � � � � � �

� � � � � � .                  (14) 

!  ��	�"	�   �����	���  ������  �����  ���	
����  ��		��
  (j-� ) �����	�  �  �	����
���  ���
���  

( )2O d . !	�"  ��	���  �	�	���
�
�  
��
	��
  ������  ������	�	
��  12-��  ������
��  ��	�	
���  

��  ���
��  �������� , �  ��#���  ��  �������  ����������	�  ���
�#��	�"  ���
���  ( )2O d  ��  (j-�� ) 

������� . %�	�����	�"
� , ��	���  �	�	���
�
�  
��
	��
  ��
	�
��  �����
���	�  �����  �	����
  



 13 

���
���  ( )2O d  ���  ��&	  ��  �����	���  d . !�����  �	�	���
�
�  �  ����  �
������
��  

�����#�	
��  
��
	��
  ��
	�
��  �����
���	�  �	����
  �	�����  ���
���  �������  ��  d  �  ��&	 , 

�  �	����  – 
��	����  ���
���  �������  ��  d  �  ��&	 . 

!�����  �	�	���
�
�  �  ����  ��
	�
����  ��  �������  �������  ��#
�  �������"  �  ���	 : 

 
( ) ( )
( ) ( )

0
1 12 1 12

2
1 12 1 12

det ,..., ,..., ,..., det ,..., ,..., ,...,

det ,..., ,..., ,..., det ,..., ,..., ,...,

i j i j

i j j j

A A A A A A A A

A A A A A A A A

d d d

d d d

+ +

=

� � � � � � � �

� � � � � � � � .                (15) 

!  ����  ��&	����	�	

��  �����#�	
��  ������  �	�	���
�
�  �  �����#	
��  (15) 
��
	��
  

������  �	����
  �������  ���
���  �������  �  ��&	 , �  ��	���  – ������  �	����
  ��	�"	��  ���
���  

�������  �  ��&	 . %�	�����	�"
� , ��
  ��	�#�
�
  �  ����
�&	
��  (14) �	����
  ��&"  
��	����  �  

�	�����  ���
����  �������  ��  d  ��������
�  �  �����#	
��  (15) �������"  ��&"  �	����  

�	�	���
�
� . ������

  ����	����  ��  �����&���
  10-��  �������  ������� , ���  ������  �	�����  

���
���  ���	�#���
  ��&"  �  �	�	���
�
�	  ����  ( )0 0 0
1 2 12det , ,..., ,...,jA A A Ad

� � � �
 �  
��	����  

������#	
�
��  11-��  ��������  �  �	�����  ������#	
�
  ��
���  ������� . 

!  �	����  �	�	���
�
�	  �����#	
�
  (15) ������"��	��
  	��  ��
	�
���"  ��  i-����  

�������  0 2
i i i iA A A Ad d= + +

� � � �
. 

!  �����  �����#	
��  ��	���  �	�	���
�
�  ���	�#��  ������  ��&"  �������  �  ���		  �������  

���
����  ������� , ������  �	�	���
�
�  ���	�#��  ������  ��&"  �	�����  �  ���		  �������  

���
����  ������� . !  ����  �����  ��	���  �	�	���
�
�  ���������	� , ��
  �������  ������
	�  

����	����  ��  �����&���
  ��������  �  ������
	�  ��&"  �����  ( )0 0 0 0
1 12det ,..., ,..., ,...,i jA A A Ad

� � � �
. 

������

  ����	����  ��
  �	�����  �	�	���
�
��  ��  �����&���
  10-��  �������� , �������  �  

����	  �����  �	�	���
�
��� , ���	�#����  ��&"  �	����
�  
��	����  �  �	�����  ���
����  

�������  ��  d : 
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 ( ) ( ) ( ) ( )
12

0 0 0 0 2
1 12 1 12

1

det det ,..., det ,..., ,...,j
j

A A A A A Od d
=

= + +�A
� � � � �

.                  (16) 

!  ��	������	
��  (9) ����	����

���  ����
�&	
�
  (5) �����  
��	����  ���
���  �������  ��  

d  ��		�  ���  

( )0 0
1 12det ,...,A A

� �
                                                           (17) 

�  �������	
�	
  ����	����

���  ����
�&	
� , ����	�	

��  �  �����	  %����	���  [5], �  

�����
��	�"
�	  12 �������  �	�����  ���
���  �������  ��  d  

( )
12

0 0
1 12

1

det ,..., ,...,j
j

A A Ad
=

�
� � �

.                                                 (18) 

������
 �  ��	��"  (����� ) ��
�"  �	#��  -3 - �  -( -������ , ����	&	

���  ����	����

��  

����
�&	
�	�  (18). 

 

4. 
��0�3����  �
����
����3	��  �����		��  
�������  

2�  ��� . 2 ����	�	
�  ��������

�	  �  �����	������  �  ����#	
�	�  (17) �����������  

���$$���	
���  $�������  ���	��	
�
  b  0TE - �  0TM -����  ��  �����
�  ���
����
��  ���	�  

�	���	�����
��  �
�	����"
� -�����	����  ��������� , �����
�	�  ��  ��	�����
���  �	���
�
���  

���
��
���  ���
�����  �  �	���	�����
���  ����
� -
	�	���
�
���  ���
�����  (�� . /�� . 1) �  

�����	����� : ���$$���	
�  ��	����	
�
  �����#��  (SiO2) sn  = 1.470, ���$$���	
�  

��	����	
�
  �	�����  (�	���
�
��� ) ���
����
���  ���
  (��	���  �����  Corning 7059) fn  = 

1.565, ���$$���	
�  ��	����	
�
  �������  ���
����
���  ���
  (Ta2O5) �	�	�	

��  �����
�  h(y, 

z) ln   = 2.100, ���$$���	
�  ��	����	
�
  ������
���  ���
  (������ ) cn  = 1.000. 

2�  ����	����

��  ����������
�  ( )/ ; /d hb b l l=  ��  �	�������  ����#	
�  �
��	
�
  

���$$���	
��  $�������  ���	��	
�
  b , �  ��  ������
����  – �����
�  ���
����
��  ���	�  �  
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��
����	�"
��  	��
����  ( /d l  �  /h l ), ��	  l  = 0.9 ��� . -����  ������� , �	��
  ����"  

����
���  (����	�
�  ��  0.0 ��  3.0) 
��
	��
  ����	����

��  ����������"  ��	�����
���  

�	���
�
���  ���
����� , �  �����
  (��  3.0 ��  3.8) – ����	����

��  ����������"  

�	���	�����
���  ����
� -
	�	���
�
���  ���
����� , ��� �� �	��  ��
��  ' 
	�	��� . 

�
������
�	  ����	����

�	  �����������  �����	
�  ��
  ������  �����  ��� . 

2�  ��� . 2. �������  ����	����

��  �����������  ����	  3.0 ��  h  »  0.00 ��  h  »  0.24 (�  

	��
����  l ) ����#� �  ������"  
	��������  �	�	���
���  �	#���  �  ��
�	  ' 
	�	��� . +��		  

������
�  ���  �������  ������#	
�  
�  ��� . 3 (����	�
�  ��  0.0 ��  0.2). 

*��  ����	��  ������"  �����
��"  ����	��
�  
�  �����

��  ������	  ��&"  ���  ������"
��  

��	�	  �	�	����  ������"
���  ���
�����  �����  ( ,i ic g g c® ® - ) ����"  ��
��  �	���  

����
��
��  $�
����  ����	�	
�
  �������
���  ���

  �����	��
���  �	�	�	

���  ���  �	�	���	  

���$$���	
��  $�������  ���	��	
�
  b  ��  �������  fnb <  �  ������"  fnb > . 

 

   


# .2. ����	����

�	  �����������  �	���	�����
��  �
�	����"
� -�����	����  ��������� , ����	�	

��  

�  /�� . 1: ��	��  – ��
  0TE - ���� , ������  – ��
  0TM -���� . 
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# .3. ����	����

�
  ����������"  �	���	�����
��  ����
� -
	�	���
�
��  �
�	����"
� -�����	����  
��������� , ����	�	

��  
�  /�� . 1, ��  �����
�  �������  ���
����
���  ���
 : ��	��  – ��
  0TE - ���� , 

������  – ��
  0TM -���� . 

 

2�  ��� . 4. ����	�	
  �	���"���  �	&	
�
  �  �����	������  �  ������#	
�	�  (17) ������  

��
�	��  �
�	����"
� -�����	����  ���
��
��  ��
��  ' 
	�	��� : ���  ���	
	
��  
��������

���  

�������  r  ��
��  ��  0 ��  1 
����  ���  �����	�	�	
�
  ���$��
  ( )h r  (�  	��
����  l ). 

��

�
  ��
��  �������	��
  ������"
��  �����	�	�	
�	�  $�������  ���	��	
�
  ( ),r fb  ��  

[ ]0,1r Î  �  �	�����	�
��  	��
����  maxr R R= , ��	  maxR  – ������  ��
��  �  ����

��  $����
��  

������

�	�  f > 1. ��
  ����	��  ���$��
  �����
�  
	�	���
�
���  ���
����
���  ���
 , 


	����������  ��
  $��������
�
  ���
����
��  ��
��  ' 
	�	��� , �����"������
  ��������
��  

���	�  Maple, ������
 ���  ���������������"  ������"
�	 , ����	

�	  �  ���$��	���	  

������	
�
 . )��	��� , ���  �
������
�	  �	���"����  �����	
�  ��
  ������  �����  ���  �  ��
  

������
��  �
��	
��  f . 

 

 



 17 

 

 


# .4. ���$���  ��
�	������

��  ���
��
��  ��
�  ' 
	�	��� : 1 – $����
�	  ������

�	  f  = 5, 2 – f  = 
9; �������	��  ��	����	
�
  ��	�  �
�	����"
��  ���������  ���  
�  ��� . 2. 

 

)��	��� , ���  �����"����
�	  ��

���  ���	��  ��
  ���	������
�
  ����	������  �	&��"  �
�  

�����	� . !  ����
���� , �	&��"  �����	��  
	��	���
���  �����  ��5	��  ��	�����
��  ���
��  (�  

�����������  ��  �����	����  ���	�  �	��� ), 
	���������  ��
  $�
����
�����
�
  ��������� . 

�����	��  
	�$$	����
���  �����"����
�
  ��	�����
��  ���
��  
��
	��
  ��
��  ��  

���	���	

��  
	���������  ����	��  ����" �	�
��  ���	������  Maple. ���  ����	���  ��	  

����	#����
�	  ������"
�	  �	�����  �����

 ��
  �  ��	�����
��  ���
��  ����" �	��  ��  
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������  ��  ����	��  Maple. 1���
�
  �����	��  ��	�"  �������  �  ��� , ���  ��	��	��
  �������	
�	  

�
���	

��  ����������  Maple. 4�
���  ���  �����	��  �  ����	�	  Maple, ��� ��
  ����	�
�	  

�	���� , ����  
	  �	&	
� . !����
	
�	  ����	���  �  ������
��  ������
�
�	�  ����	#����
��  

�	���"����� 1 �  �������"
���  ����&	
�  ����	����  ����	���  ����  
	  ����	�� . -����  ������� , 

��	����	����  ������"
��  ������	
��  �  �����	  ��������
�  ���#
��  ����#	
��  �������	��
  

�	�"	�
��  ��	�
�����	�  ��
  �����	
�
  ��
	�
��  ����	

��  �	���"�����  ����	��� . 

 

5. ������  

!  
����
�	�  ����"	  �����
	
�  ����	����
�	  ��	������
����	����  �������  ���
��
��  

��
����	
��
��  ��
��  ' 
	�	��� . ,���	

�	  ���	������
�	  ����  �����
	
�  ��
  ����&�  

���	��
��  �  �
�	����"
��  �����	  ���
��
��  ��
��  ' 
	�	��� . �����	

�	  �	���"����  

�	��
������ �  ����&�  ���������"  ���������

���  ���������  �	&	
�
  �������	

��  

��	������
����	����  ������  �  
��	���  ������#	
��  �����"��	����  ����������	�����  

�	���� . �	���	  ������#	
�	  �������	����  
���  �	����  ����  ������	�  ���#
����  ���  

����	

��  �	�������� . 

!  ���� �	
�	  
	��������  ����	��
��" , ���  �	���
�
��  ��	�����
��  �  �	���	�����
��  

���
�����  
��
 ��
  ����
���  �����
��  ��������	

��  �  
����
�	�  �����	  ���	�����	����  

���	��  ���
��
��  ��
��  ' 
	�	��� . %�	��	�  ���#	  ���	���" , ���  ��	���#	

�	  
���  

�	��	���	���	  �����
�	  ������	��
  
�  ������  ����
� -
	�	���
�
��  ���������  ��  N  ���	� , 

���  
��
	��
  
	���
	

��  ��	����	����� . 

 

 

 
                                                 
1 %��"  �����"��	����  �������  �������  �  ��	�� �	� : �  
�#
	�  �����	  �����

�
  ���	��  ����	#���	��
  ��
�����  
�����"����
�
  ���
��  �  ���  		  ���	���	

��  ��	���	
��  ��	  ��#
�	  ��

�	  �����

 ��
  
�  ����	 , ����	  �	��  
�
���  ������#� �  ������  �  
����  �	����  ���	��  Maple. -��"��  ����
  ����	����  ������
	�  ���
���"  ���������"  
��	�����
�  ���
�"  ����" �	�� . 
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