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Аннотация. Объект исследования - гибкие пьезоэлектрические биморфы 

стержневого и мембранного типов, состоящие из двух или более однородных 

пьезоэлектрических слоев (пленок) равной толщины с одинаковой или 

противонаправленной поляризацией, межслойных и наружных электродов – 

электродированных покрытий. Рассмотрено решение актуальной задачи – 

повышение рабочих характеристик гибких пьезоэлектрических биморфов для 

более эффективного их использования в качестве генераторов электрической 

энергии, датчиков и актюаторов – преобразователей управляющих 

электрических сигналов в перемещение рабочих поверхностей для 

манипулирования или сборки микромасштабных объектов. Исследованы 

закономерности влияния величины начальной продольной нагрузки, 

приложенной к торцам биморфного стержня или равномерно распределенной по 

внешнему круговому контуру (периметру) биморфной круглой мембраны, на 

результирующие значения рабочих характеристик для гибких 

пьезоэлектрических биморфов стержневого и мембранного типов 

соответственно. Считаем, что величина продольной силы, приложенной к 

подвижному торцу стержневого биморфа или к внешнему периметру мембраны, 

не изменяется во времени и не превышает соответствующее значение силы 
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потери устойчивости с учетом консольного или шарнирного закрепления 

биморфа. Поэтому, имеем переменные разнонаправленные направления изгиба 

биморфа при приложении к электродам переменного управляющего 

электрического напряжения, т. е. при смене знака управляющего электрического 

напряжения направление изгиба (блокирующей силы) также меняется на 

противоположное и после «выключения» управляющего электрического 

напряжения биморф возвращается из изогнутого в первоначальное 

прямолинейное состояние. Получены аналитические решения для 

деформационных полей: прогибов и углов поворота рабочих поперечных 

сечений гибких пьезоэлектрических биморфов с использованием известной 

«гипотезы плоских сечений» и метода интегралов Мора сопротивления 

материалов. Выявлен и изучен эффект увеличения результирующих прогибов и 

блокирующих сил гибких пьезоэлектрических биморфов, обусловленный 

действием начальной сжимающей нагрузки. Результаты численного 

моделирования получены для гибкого стержневого биморфа из слоев 

пьезокерамики ЦТС, эффективные деформационные характеристики которого 

были определены из решения обратной задачи по результатам работ других 

авторов. Рассмотрены случаи консольного и шарнирного закреплений торцов 

стержневого биморфа. Установлено, что величина блокирующего усилия для 

биморфа в виде шарнирной балки значительно превосходит таковую для 

биморфа в виде консоли, при этом действие продольной сжимающей силы 

линейно увеличивает величину прогиба и блокирующего усилия биморфа. 

Ключевые слова: пьезоэффект, гибкий биморф, управляемый изгиб, стержень, 

мембрана, начальное сжатие, численное моделирование. 
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Введение 

Пьезоактивные композиты с пьезоэлектрическими и/или 

магнитострикционными элементами структуры используются в современных 

«интеллектуальных» конструкциях в качестве функциональных элементов: 

преобразователей, датчиков, актюаторов [1-5], функционирующих на основе 

эффектов связанностей деформационного, электрического и/или магнитного 

полей. Пьезоэлектрические датчики работают в режиме генератора на основе 

прямого пьезоэффекта с преобразованием внешнего динамического усилия в 

деформирование пьезоэлемента и, далее, в электрические сигналы напряжения 

или заряда на электродах с их последующей регистрацией и обработкой 

приемным устройством. Пьезоэлектрические актюаторы основаны на обратном 

пьезоэффекте – преобразовании электрических сигналов от внешнего источника 

питания в перемещения (деформации) и/или механические усилия 

исполнительных элементов. Математическое моделирование свойств и 

поведения пьезоактивных композитов основывается на постановке и решении 

связанных краевых задач электромагнитотермоупругости для 

микронеоднородной представительной области с использованием методов 

механики композитов [6-10]. Изучение закономерностей и эффектов влияния 

начального напряженного состояния на микро- и макроуровнях структурно-

неоднородного материала на его результирующие эффективные физико-

механические свойства – одна из задач механики композитов [11-20]. 

В [19,21,22] линеаризованный подход теории упругости для тела с начальным 

напряженным состоянием обобщен на электроупругие [19, 21] и 

магнитоэлектроупругие [22] пьезокомпозиты. 

Гибкие биморфные пьезоэлектрические слоистые структуры (биморфы) 

консольного или мембранного типов состоят из двух или более однородных 

пьезоэлектрических слоев (пластин, пленок) равной толщины с одинаковой или 

противонаправленной поляризацией, внутренних (межслойных) и наружных 

электродов [23-30]. Гибкие биморфы используются в качестве генераторов 

электрической энергии [26,31-35], датчиков [25,36,37] и «актюаторов» – 
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пьезоэлектрических преобразователей электрических сигналов от источника 

питания в движение (микроперемещение), манипулирования или сборки 

микромасштабных объектов [24,25,27,30,38-46], в частности, 

пьезоэлектрических шаговых двигателей [39], микрозахватов [41], элементов 

управления геометрией отражающих [30] или аэродинамических [44,46] 

поверхностей в современных микроэлектромеханических системах (МЭМС), 

системах автоматического управления радиотехники, электроники, оптики, 

аэрокосмической и медицинской техники. Гибкий биморфный пьезокантилевер 

[24,40] работает как исполнительный механизм (актюатор) и, одновременно, как 

датчик самоконтроля – мониторинга информации о текущем значении, 

действующей на кантилевер внешней силы и/или смещения (прогиба). 

Многослойные гибкие биморфы [30] используют для повышения 

чувствительности – отношения величины изгибных деформаций биморфа к 

приложенному на электроды управляющему электрическому напряжению, в 

частности, когда отражающая поверхность деформируемого зеркала 

расположена на внешней стороне одного из слоев биморфа [30]. Пьезоактюатор 

с управляемой жесткостью на изгиб [47] представляет собой многослойный 

пакет из элементарных биморфных слоев с управляемой механической 

связанностью между смежными слоями. Достижение результирующего значения 

квазистатической изгибной деформации актюатора [47] осуществляется в 

резонансном изгибно-колебательном режиме – циклическом чередовании 

«активной» (в требуемом направлении изгиба) и «реактивной» (в обратном 

направлении) фаз в условиях малой и большой связанности элементарных слоев, 

т. е. при малой и большой результирующей изгибной жесткости многослойного 

пакета актюатора соответственно. Эффект увеличения пьезоэлектрических 

модулей предварительно напряженных пластинчатых пьезоэлектрических 

элементов исследован в [46,48,49]. Повышение пьезочувствительности биморфа 

в составе конструкции, когда биморф закрепляют на поверхности гибкой 

подложки, например, элементе конструкции – обшивке аэродинамического 
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профиля лопасти [46] осуществляется посредством начального сжатия гибкой 

подложки. 

Цель – изучение эффекта влияния начального напряженного состояния – 

сжимающих продольных и мембранных напряжений на увеличение 

результирующих значений изгибных деформационных и силовых 

(блокирующих) характеристик гибких актюаторов – биморфов консольного и 

мембранного типов [48]. 

1. Управляемый изгиб начально сжатого биморфа 

Рассмотрим управляемый изгиб в плоскости 21rr  начально сжатого 

прямолинейного длиной la стержневого биморфа в виде консоли (рис. 1а) или 

балки на шарнирных (подвижной и неподвижной) опорах (рис. 1б) с 

прямоугольным поперечным сечением шириной b, толщиной ha. Изгиб 

инициируется действием на электроды биморфа управляющего электрического 

напряжения упрU . Первоначально продольная центральная ось биморфа 

расположена на координатной оси 1r . Взаимопротивоположные направления 

поляризаций двух пьезоэлектрических слоев биморфа коллинеарны поперечной 

оси 2r . Знак электрического напряжения упрU  и его абсолютное значение 

определяют направление и величину изгиба продольной оси биморфа 

соответственно. 

При приложении к электродам биморфа управляющего электрического 

напряжения упрU  продольная ось биморфа (рис. 1) искривляется по дуге с 

радиусом R, величина которого: 

 
упр

*

Uk

JE
R

М

aa=   (1) 

Найдена с использованием эквивалентной расчетной схемы – чистого изгиба 

стержня сосредоточенными на его концах противоположно направленными 

моментами величиной упрUkM М= , где характеристики биморфа: Мk  – 

коэффициент пропорциональности (который далее найдем из решения обратной 

задачи), 
*
aE  – эффективный продольный модуль Юнга вдоль оси 1r , 12/3

aa bhJ =  – 
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осевой момент инерции поперечного сечения. Величину угла Rla /=  дуги 

радиусом R изогнутой продольной оси биморфа рассчитываем: 

 упрUk


=   (2) 

через коэффициент пропорциональности: 

 
aa

aМ

JE

lk
k

*
=


 (3) 

 

а б 

Рис. 1. Пьезоэлектрический (пунктирная линия) и результирующий (сплошная 

линия) изгибы при консольном (а) и шарнирном (б) закреплении биморфа, 

упрU >0 

Считаем, что величина приложенной к подвижному торцу стержневого 

биморфа продольной силы P < P1, где величина силы потери устойчивости: 

 
2

*2

1
)( a

aa

l

JE
P




= , (4) 

с учетом значений μ=2 для консольного (рис. 1а) и μ=1 для шарнирного (рис. 1б) 

закрепления концов биморфа. Так как P < P1, поэтому после «выключения» 

управляющего электрического напряжения 0упр =U  биморф возвращается из 

изогнутого в первоначальное прямолинейное состояние, а при смене знака 

управляющего электрического напряжения упрU  (например, при переменной 

величине упрU ) изменяется направление изгиба в плоскости 21rr , т. е. изменяется 

на обратный знак величин v,   (рис. 1а) и v (рис. 1б). 
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2. Консольное закрепление биморфа 

При приложении к консольно закрепленному биморфу (рис. 1а) 

управляющего электрического напряжения упрU  имеем «начальные» значения 

угла поворота =0 , компоненты перемещений по продольной 1r  и поперечной 

2r  осям: 

 −= sin0 Rlu a , )cos1(0 −= Rv  (5) 

для центра свободного торца консоли. 

Найдем величины «силовых» поправок: u , v ,   для перемещений и угла 

поворота свободного торца изогнутой консоли (биморфа), обусловленных 

действием силы P на свободный конец консоли с учетом наличия у нее 

начальной кривизны, т. е. рассматриваем изгиб силой P криволинейной консоли 

(пунктирная линия на рис. 1а) в виде дуги с радиусом R. По методу интегралов 

Мора имеем: 

 dl
JE

MM
u

l aa

p

=
*

1
, dl

JE

MM
v

l aa

p

=
*

2
, dl

JE

MM

l aa

p

= *

3
, (6) 

где функции распределений по дуге оси биморфа изгибающего грузового 

момента: 

 )cos(cos −−= PRM p , (7) 

вспомогательных изгибающих моментов: 

 )sin(sin1 −−= RPM , )cos(cos2 −−= RPM , MM −=3 , (8) 

где 1=P  – единичная сила, 1=M  – единичный изгибающий момент, область 

допустимых значений полярного угла );0(   для поперечных сечений биморфа. 

Решения для поправок (6) получим в виде: 

 =−= 


0

2

*

3

)cos(cos d
JE

PR
u

aa

  

 ]2sin
4

3
)cos

2

1
([ 2

*

3

−+=

aaJE

PR
,  
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 =−−= 


0
*

3

)sin)(sincos(cos d
JE

PR
v

aa

 (9) 

 )
4

1
2cos

4

3
2sin

2
(cos

*

3

−−


−=

aa JE

PR
,  

 

 )cos(sin)cos(cos
*

2

0
*

2

−=−= 


aaaa JE

PR
d

JE

PR
,  

с учетом равенства = Rddl  для элементарной длины изогнутой продольной оси 

биморфа, зависимости радиуса = /alR  от длины al , угла упрUk


=  (2) от 

управляющего электрического напряжения упрU . 

Таким образом, при приложении управляющего электрического 

напряжения упрU  к консоли биморфа, на которое уже действует продольная 

сжимающая сила P , (рис. 1а) имеем результирующие значения компонентов 

перемещения u , v , угла поворота   свободного торца 

 uuu += 0 , vvv += 0 , += 0 , (10) 

или в виде: 

 ]2sin
4

3
)cos

2

1
([sin 2

*

3

−++−=

aa

a
JE

PR
Rlu ,  

 )
4

1
2cos

4

3
2sin

2
(cos)cos1(

*

3

−−


−+−=

aa JE

PR
Rv , (11) 

 )cos(sin
*

2

−+=

aa JE

PR
  

изогнутой консоли с учетом решений (5), (9), (10). 

3. Шарнирное закрепление биморфа 

Решение для результирующего значения прогиба: 

 vvv += 0  (12) 

в середине балки биморфа, обусловленного совместным действием 

управляющего электрического напряжения упрU  и продольной сжимающей силы 

P’ < P’1 на подвижном торце биморфа, (рис. 1б) может быть получено 
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аналогично (10), (11) с учетом величины начального пьезоэлектрическая 

прогиба: 

 )cos1(0 −= Rv , (13) 

где 2/=  (2) и поправки: 

 )coscos2sin
2

sin
2

1
(

' 22

*

3

−+


−=

aa JE

RP
v , (14) 

обусловленной действием на торец биморфа силы P’ (4). 

4. Прогибы биморфа при блокирующем усилии 

Исследуем зависимости величины прогиба в контрольной точке биморфа 

на конце консоли av  (рис. 2а) или в середине балки av'  (рис. 2б): 

 aFa Fsvv −= max , aFa Fsvv ''' max−=  (15) 

с учетом действия в этой точке некоторого «блокирующего» 

  

а б 

Рис. 2. Результирующие прогибы va биморфа с консольным (а) и шарнирным (б) 

закреплением при блокирующем усилии Fa , упрU  > 0 

противодействующего усилия в виде поперечной силы Fa , которая при своем 

максимальном значении Fa  = Fmax полностью блокирует движение – прогиб в 

контрольной точке актюатора [25]; величина Fmax пропорциональна 

управляющему электрическому напряжению упрU . При Fa  = 0 (этот случай 
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рассмотрен на рис. 1) имеем «свободный ход» актюатора (биморфа), при 

котором свободное отклонение va в контрольной точке биморфа максимально, 

при этом прогиб maxvva =  или max0v  соответственно для случаев действия (P   0) 

или отсутствия (P = 0) силы P. Здесь max0F , maxF  – соответствующие 

блокирующие силы, которые полностью блокируют движение (va = 0) 

контрольной точки биморфа с учетом допустимых значений );0( maxvva  , 

);0( maxFFa   и обозначений 0max0 vv  , vv max  (15) (рис. 1). В (15) коэффициенты 

пьезоэлектрической Us , Us'  и силовой Fs , Fs'  изгибных податливостей биморфа, 

в частности, для консоли (рис. 1а, рис. 2а): 
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 (16) 

и шарнирной балки (рис. 1б, рис. 2б): 
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 (17) 

где решение для Us'  получено в предположении 25.01cos −  с учетом малости 

значений угла  . Величина начальной продольной силы P < P1 меньше 

критического значения P1 потери устойчивости, поэтому после «выключения»  

( 0упр =U ) или смены знака управляющего электрического напряжения упрU  

биморф (рис. 1) возвращается из изогнутого в первоначальное прямолинейное 

состояние (va = 0, Fa  = 0) или меняет направления изгиба, прогиба va и 

блокирующей силы Fa на противоположные направления соответственно. 

5. Численные результаты 

Для консоли биморфа из пластин пьезокерамики ЦТС в [25] даны 

численные решения для коэффициентов пьезоэлектрической Us  и силовой Fs  

изгибных податливостей в виде: 
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 Us  = 9٠10-10 (la/ha)
2 [м/В],   Fs  = 7٠10-11 la

3/(bha
3) [м/Н], (18) 

которые ранее были представлены в виде выражений (16). Из сопоставления 

решений (16), (18) получим значение эффективного модуля Юнга  

*
aE  = 57.1 ГПа и выражение коэффициента пропорциональности Мk  = 8.57bha 

[Нм/В] биморфа. Например, при заданных численных значениях параметров: 

 b = 12 мм, ha = 0.6 мм, la = 35 мм имеем значения коэффициентов изгибных 

податливостей Us  = 6.875 мкм/В, Fs  = 1.571 мм/Н и коэффициента  

Мk  = 61.7 мкНм/В, так как для рассматриваемого случая значения 0v  = 0.55 мм, 

0F  = 0.35 Н, например, при упрU  = 80 В с учетом (18). Для консольно 

закрепленного биморфа (рис. 1а) значение продольной силы потери 

устойчивости P1 = 24.84 Н, для шарнирного закрепления (рис. 1, б) – P’1 = 99.37 

Н рассчитываем по формуле (4) с учетом численных значений величин *
aE , aJ . 

Для консоли биморфа (рис. 1а) результаты расчета даны на рис. 3, где 

выявлены (рис. 3а, в) практически пропорциональные зависимости: 

 упр)( UPkv v , упр)( UPk , (19) 

результирующих значений компоненты перемещения v  и угла поворота   

торцевого сечения (рис. 1) от величины приложенного к биморфу управляющего 

электрического напряжения упрU , где результирующие изгибные пьезомодули 

биморфа имеют вид линейных зависимостей: 

 
)0()1( vvv kPk + , )0(

)1(  + kPk  (20) 

от величины продольной сжимающей силы P. В рассматриваемом случае 

начальные значения коэффициентов 
)0(

vk  = 3.06 мкм/В, 
)0(

k  = 1.75٠10-4 рад/В при 

P = 0. В таблице даны численные значения результирующих «коэффициентов 

усиления» биморфа 
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а б в 

Рис. 3. Компоненты перемещения u, v (а, б) и угол поворота θ (в) торца 

изогнутой консоли биморфа в зависимости от управляющего электрического 

напряжения при силе P/P1 = 0 (-), 0.2 (○), 0.8 (□) 

Таблица 1. Коэффициенты усиления v ,   характеристик консоли биморфа 

P/P1 P,Н 
v    

0 0 1 1 

0.2 4.97 1.21 1.16 

0.6 14.91 1.62 1.49 

0.8 19.87 1.82 1.66 

 

 P
v

v
vv += 1

0

,   P +=



 1

0

, (21) 

для различных относительных значений силы 1/ PP , где 0v , 0  – 

соответствующие значения перемещения и угла поворота торцевого сечения при 

P = 0 (5), константы v ,   – характеристики биморфа. Для рассматриваемого 

случая имеем численные значения констант v  = 0.0414 1/Н,   = 0.0331 1/Н. 

Для шарнирно закрепленного биморфа (рис. 1б) на рис. 4 даны результаты 

расчета результирующих значений прогиба v в середине балки биморфа (рис. 1б) 
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в зависимости от управляющего электрического напряжения упрU  при различных 

величинах продольной силы P’ < P’1. 

 

 

Рис. 4. Прогиб v в середине шарнирно 

закрепленного биморфа в 

зависимости от управляющего 

электрического напряжения упрU  при 

силе P’/P’1 = 0 (-), 0.2 (○), 0.8 (□) 

Аналогично (19) имеем практически пропорциональную зависимость 

результирующих значений прогиба (рис. 1б): 

 упр)'(' UPkv v , (22) 

от величины приложенного к биморфу управляющего электрического 

напряжения упрU , где результирующие изгибные пьезомодули биморфа имеют 

аналогичный (20) вид: 

 
)0(')''1(' vvv kPk + , (23) 

начальные значения коэффициентов 
)0('vk  = 0.766 мкм/В при P’ = 0. 

Результирующий «коэффициент усиления» биморфа: 

 ''1'
0

P
v

v
vv +=  (24) 

аналогичен (21) и зависит от величины приложенной к биморфу силы P’, где 0v  

– соответствующее значение прогиба (13) при P’ = 0, константа v'  – 

характеристика биморфа с учетом шарнирного закрепления. Для 

рассматриваемого случая численное значение константы v'  = 0.0103 1/Н, 

результирующего «коэффициента усиления» биморфа v'  = 1.21, 1.62, 1.82 при 

относительной величине силы P’/P’1 = 0.2, 0.6, 0.8 соответственно. Выявлено 
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равенство коэффициентов v'  ≈ v  (табл. 1) при равных относительных 

значениях сил P’/P’1 = P/P1 для различных условий закрепления биморфа (рис. 1) 

и, как следствие, выполняется равенство 11'' PP vv = . Для рассмотренных 

численных примеров имеем 4/''/ 11 == PPvv . 

Для случая действия блокирующего усилия Fa в контрольной точке 

консоли или балки (рис. 2) имеем линейную зависимость значения прогиба va в 

этой точке от усилия Fa, например, для консоли биморфа (рис. 2а) относительные 

значения 

 упрупр // UFskUv aa −=   

с учетом (15) – (20) (рис. 5, рис. 6), где )(Pkk = , )(Pvv aa = , )(PFF aa = . На рис. 6 

даны в сравнении графики зависимостей va от Fa для консоли (рис. 2а) и балки 

(рис. 2б) при одинаковых абсолютных значениях продольных сил  

P’ = P = 0 (-), 4.97 Н (○), 19.87 Н (□), что соответствует относительным значениям 

P’/P1 = P/P1 = 0, 0.2, 0.8. 

  

а б 

Рис. 5. Зависимость прогиба va от блокирующего усилия (поперечной силы) Fa 

на конце консоли (а) или в середине балки (б) биморфа при продольной 

сжимающей силе P/P1 = P’/P’1 = 0 (-), 0.2 (○), 0.8 (□) 
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Рис. 6. Зависимости прогиба va от 

блокирующего усилия Fa для 

консоли (I) и балки (II) при 

одинаковых значениях продольных 

сил P’ = P, когда P/P1 = 0 (-), 0.2 (○), 

0.8 (□) 

 

 

Заключение 

Выявлен и изучен эффект увеличения изгибных деформационных va, v , 

  (см. таблицу) и силовых (блокирующих) Fa характеристик актюаторов – 

биморфов консольного и мембранного типов при действии начального 

сжимающего продольного усилия P. Величина начального усилия P не 

превышает значения силы потери устойчивости биморфа, что обуславливает 

возвращение биморфа из результирующего изогнутого (например, для случая 

упрU  > 0) в начальное прямолинейное состояние при упрU  = 0; при смене знака 

управляющего электрического напряжения ( упрU  < 0) направления прогиба va и 

усилия Fa  изменяются на противоположные с сохранением эффекта усиления. В 

результате, эффект усиления характеристик биморфов проявляется как при 

знакопостоянных, так и при знакопеременных значениях управляющих 

электрических напряжениях упрU  на электродах биморфов. Результаты 

численного моделирования получены для биморфа из пластин пьезокерамики 

ЦТС, эффективные деформационные характеристики которого: модуль Юнга *
aE  

и коэффициент Мk  биморфа были определены из решения обратной задачи по 

результатам работы [25] (18). Рассмотрены случаи консольного и шарнирного 

закреплений концов биморфа. Показано, что величина блокирующего усилия Fa  
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для биморфа в виде шарнирной балки значительно превосходит таковую для 

биморфа в виде консоли (рис. 6), при этом действие продольной сжимающей 

силы P линейно увеличивает величину прогиба va и блокирующего усилия Fa 

актюатора. 

Финансирование: Результаты получены при выполнении государственного 

задания Министерства науки и высшего образования Российской Федерации на 

выполнение фундаментальных научных исследований (проект № FSNM-2023-

0006). 
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