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Аннотация. Представлены результаты прогнозирования и численный анализ 

влияния на эффективные трансверсально-изотропные электроупругие свойства 

пористой пьезокерамики PZT-4 с однонаправленными цилиндрическими 

(туннельными) порами значений ее начального осесимметричного 

напряженного состояния. Выявлены эффективные константы: модули Юнга и 

сдвига, коэффициент Пуассона в трансверсальной плоскости изотропии и 

«продольно-поперечный» пьезомодуль пористой керамики, на которые наиболее 

существенно, в сравнении с другими практически «инвариантными» 

константами, влияют характер и значения ее начального деформирования. 

Установлено, что «трансверсальная» гидростатическая начальная деформация 

пористой керамики более существенно влияет на эффективные константы 

пористой керамики, чем такие же значения «продольной» осевой начальной 

деформации. 

Ключевые слова: пьезоэлектрический эффект, пористая пьезокерамика, 

электроупругие свойства, начальное напряженное состояние, механика 

композитов, краевая задача электроупругости, численное моделирование. 
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Введение 

Пьезоэлектрические (пьезоактивные) материалы используются в современных 

«интеллектуальных» мехатронных системах в качестве функциональных 

элементов, в частности: электромеханических преобразователей, датчиков 

физико-механических величин (давления, температуры и др.), актюаторов [1-5], 

работа которых основывается на эффекте связанности деформационного и 

электрического полей. Прогнозирование уникальных свойств новых 

пьезоэлектрических структурно-неоднородных материалов (композитов), в 

частности, пьезокерамики с микропористой структурой основывается на 

постановке и решении связанной краевой задачи электроупругости для 

микронеоднородной представительной области материала с использованием 

методов механики композитов [6-10] с учетом таких «тонких» параметров, как 

особенности геометрической формы, взаимного расположения и нелинейности 

физико-механических свойств элементов структуры. Изучение закономерностей 

и эффектов влияния начального напряженного состояния на микро- и 

макроуровнях структурно-неоднородного материала на его результирующие 

эффективные физико-механические свойства - одна из задач механики 

композитов [11-20]. Для решения этой задачи хорошую эффективность показал 

линеаризованный подход [19,21,22] в рамках теории упругости для тела с 

начальным напряженным состоянием, который в [19,21] обобщен на 

электроупругий и магнитоэлектроупругий [22] композиты. 
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Цель – прогнозирование электроупругих свойства начально-напряженной 

трансверсально-изотропной пористой пьезокерамики PZT-4 с различной 

связанностью однонаправленных полидисперсных туннельных пор на основе 

решения [23] связанной стохастической краевой задачи электроупругости с 

использованием метода функций Грина механики композитов. 

1. Математическая постановка задачи 

При электромеханическом нагружении области V  пористой керамики 

(композита) напряжениями 
0*

σ , деформациями 
0*

ε  и/или внешним 

электрическим полем с напряженностью 
0*

E  в каркасе пористой керамики 

возникают поля напряжения σ  и индукции D , которые удовлетворяют 

уравнениям равновесия и непрерывности [19-23]: 

 0)( ,,
0 =+ jkikjij u ,   0)( ,,

0 =+ jkjkj uDD , (1) 

с учетом «поправок» в виде дополнительных слагаемых kikju ,
0 , kjk uD ,

0
, 

обусловленных наличием заданных начальных полей 
0

σ , 
0

D  и дополнительного 

искомого поля перемещений u . Начальные поля 
0

σ , 
0

D  удовлетворяют 

уравнениям равновесия 00
, = jij  и непрерывности 00

, =iiD . 

 

 

                                                а                                       б 

Рис. 1. Фрагменты структур с изолированными (а) и взаимопроникающими (б) 

порами в поперечном сечении пористой керамики 

Первое уравнение в (1) преобразуем к виду: 0,
0

, =+ kjikjjij u , с учетом выполнения 

равенств 00
, = jkj  для поля 

0
σ  начальных напряжений. Фрагменты полидисперсных структур 

(в поперечном сечении) трансверсально-изотропной пористой керамики с 
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однонаправленными туннельными (цилиндрическими) порами изображены на рис. 1 для 

различных рассматриваемых случаев связанности пор - взаимоизолированных (рис. 1а) и 

взаимопроникающих «кластерных» (рис. 1б) пор. В каркасе пористой керамики напряжения 

σ  и индукции D  (1) выражаются по известным определяющим соотношениям [5]: 

 nnijnmijmnij EeuC −= , ,   ninnmimni EueD += , , (2) 

через градиенты перемещений u , напряженность E  электрического поля с 

использованием известных тензоров упругих C , пьезоэлектрических e  и 

диэлектрических λ  свойств монолитной керамики. Осредненные оператором 

«объемного осреднения» =
V

rdV .../1...  «макроскопические» значения 

деформационного  u , σ  и электрического  E , D  полей связаны 

между собой с учетом начального напряженного состояния: 

 −=  nnijnmijmnij EeuC *
)(,

* ,   += ninnmimnDi EueD *
,

*
)(  (3) 

посредством искомых тензоров *
C , *

)(e , *
)(De , *
λ  «эффективных» электроупругих 

свойств пористой керамики как гомогенного однородного материала. Отметим, 

что для эффективных трансверсально-изотропных свойств пористой (и 

монолитной) керамик с осесимметричным по оси 3r  начальным напряженным 

состоянием (
0*

ε , 
0*

E ) тензор пьезоэлектрических свойств *
e  в матричной форме 

записи имеет вид [5]: 

 

000

00000

00000

*
33

*
31

*
31

*
15

*
15

*

eee

e

e

eij =  (4) 

с учетом замен: 111→ , 222 → , 333 → , 23  и 432 → , 13  и 531→ , 12  и 621 →  

двойных тензорных индексов на одиночные матричные. 

2. Эффективные электроупругие свойства пористой керамики 

Искомые тензоры *
C , *

)(e , *
)(De , *

λ  эффективных свойств трансверсально-

изотропной пористой керамики найдем: 

 c
ΔCC +=* , e

)(
*

)(  += Δee , e
DD )(

*
)( Δee += , += Δλλ

*  (5) 
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как частный случай полученного ранее решения [23] для двухфазного 

микронеоднородного композита с начальным напряженным состоянием через 

поправки: 

))(1(Δ pmnpijdbmnijdb
c
ijmn FeACvv +−−=  , 

))(1(Δ )( pqnijpqpnpij
e

nij BCHevv +−−=  , 

 ))(1(Δ )( pmnippqmnipq
e

imnD FAevv −−−=  , (6) 

))(1(Δ pqnkpqpnkpkn BeHvv +−−=
  

к соответствующим осредненным по объему значениям: 

)1( v−= CC ,   )1( v−= ee ,   )1( v−= λλ , 

где тензоры A , B ,… (6) входят в разложения: 

 **
nijnmnijmnij EBuAu += ,   **

ninmnimni EHuFE += , (7) 

с учетом представления пульсаций ( Vr ): 

)()()( '*
,

'
, rrr iuuuu ijijjiji =− ,   )()()( '*'

rEErErE i=−  

производных перемещений )('
, rjiu  и электрической напряженности )('

rE  в 

области V ,  vii −= )()(' rr  - пульсация индикаторной функции )(ri  пор (здесь i

=1 в области пор и i =0 – каркасе пористой керамики), =  iv  - относительное 

объемное содержание туннельных пор в области V , в общем, )1;0(v . Вид 

тензоров A , B ,… в (6), (7) найден ранее в [24] в «обобщенном сингулярном 

приближении» [25], в котором у вторых производных функций Грина 

)()( 11 rrGrrG −− s  учитывают лишь составляющие, пропорциональные 

обобщенной дельта-функции )(r . В этом приближении характер связанности 

неоднородностей (пор) в представительной области композита - пористой 

керамики учитывается выбором свойств, т.е. значениями тензоров •C , •e , •λ  

однородной электроупругой «среды сравнения» [25]. 

3. Результаты численного моделирования 

Результаты прогнозирования численных значений эффективных  
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                                       а                                                            б 

 

                                       в                                                           г 

 

д 

Рис. 2. Относительные значения 

эффективного модуля Юнга *
1E  (а), 

коэффициента Пуассона *
12  (б), 

модулей сдвига *
12G  (в), *

13G  (г), 

пьезоэлектрического модуля 3e*
11   (д) 

пористой пьезокерамики в 

зависимости от содержания v  

туннельных пор в PZT-4 для случаев 

0*0
22

*0
11 ==  (▬), 0.01 (○), 0.03 (◊), 0.05 

(□) при 0*0
33 = , 0*0 =E  
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Рис. 3. Относительные значения 

эффективного пьезоэлектрического 

модуля 3e*
11   в зависимости от 

начальной макродеформации 

0
1

*
1  =  

0
2
*
2    0   пористой пьезокерамики 

PZT-4 с объемной долей туннельных 

пор v  = 0.2 (○), 0.6 (◊), 0.8 (□) при 

0*0
33 = , 0*0 =E   

 

 

                                       а                                                           б 

 

                                       в                                                           г 
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д 

Рис. 4. Относительные значения 

эффективного модуля Юнга *
1E  (а), 

коэффициента Пуассона *
12  (б), 

модулей сдвига *
12G  (в), *

13G  (г), 

пьезоэлектрического модуля 3e*
11   (д) 

пористой пьезокерамики в 

зависимости от содержания v  

туннельных пор в PZT-4 для случаев 

0*0
33 =  (▬), 0.01 (○), 0.03 (◊), 0.05 (□) 

при  0*0
22

*0
11 == , 0*0 =E  

 

 

 

 

Рис. 5. Относительные значения 

эффективного пьезоэлектрического 

модуля 3e*
11   в зависимости от 

начальной макродеформации 0
3
*
3    0   

пористой пьезокерамики PZT-4 с 

объемной долей туннельных пор v  = 

0.2 (○), 0.6 (◊), 0.8 (□) 0*0
22

*0
11 == , 

0*0 =E   

 

 

технических констант *
1E , *

12 , *
12G , *

13G , *
311e  трансверсально-изотропных 

электроупругих свойств пористой пьезокерамики в зависимости от величины v  

относительной объемной доли однонаправленных (вдоль оси 3r  - направления 

поляризации каркаса пористой пьезокерамики) туннельных пор даны на 

рис. 2 – 5 в виде графиков: сплошные линии для взаимоизолированных (рис. 1а), 

пунктирные линии для взаимопроникающих «кластерных» (рис. 1б) пористых 

структур как частные случаи обобщенного сингулярного приближения (15), (16) 

[23] со «средой сравнения» – монолитная керамика, т. е. принимаем равенства 

CC =• , ee =• , λλ =•  или «среда сравнения» имеет осредненные по объему 

пористой керамики свойства, т.е. =• CC , =• ee , =• λλ . 
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Заключение 

Проведен численный анализ всех независимых характеристик 

трансверсально-изотропных электроупругих свойств пористой пьезокерамики 

PZT-4 с учетом наличия начально-напряженного состояния каркаса и различной 

связанности однонаправленных полидисперсных туннельных пор. Анализ 

основан на полученном ранее аналитическом решении [23] связанной 

стохастической краевой задачи электроупругости с использованием метода 

функций Грина механики композитов. Выявлены эффективные технические 

константы: *
1E , *

12 , *
12G , *

13G , *
311e  (рис. 2 – 4) электроупругих свойств пористой 

пьезокерамики, на которые существенно влияет начальное деформирование 

материала 0*0
22

*0
11 =  при 0*0

33 = , 0*0 =E  на макроуровне материала. При этом для 

других эффективных констант имеем: 1/ *0
3

*
3 EE , 1/ *0

13
*
13  , 1/ *0

333
*
333 ee , / *0

113
*
113 ee 1,

*
1  1  /  

0
1  
*
1    1

*33  /  
0  *33    1   

0
1

*
1  =  

0
2
*
2    0    

0
3
*
3    0     

 

3e*
11   
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