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Рассмотрены методы и алгоритмы интерполяции случайных процессов с финитным спектром по 
дискретным отсчетам с использованием теоремы Кравченко-Котельникова (КК). В качестве 
интерполирующих ядер в ней применяются преобразования Фурье семейства атомарных функций (АФ) 
fupn(t) и ha(t). Такой подход позволяет добиться улучшения сходимости построенных рядов по сравнению с 
рядами Уиттекера-Котельникова-Шеннона (УКШ). Анализируются вопросы, связанные с конечным числом 
отсчетов в построенных рядах, выборе оптимальной полосы пропускания фильтров, интерполяции 
случайных процессов с нефинитным спектром.        

Введение 

Проблемы дискретизации и интерполяции сигналов имеют большое значение как в теории 
сигналов с финитным спектром, так и случайных процессов [1]. При выборе шага дискретизации 
возникают задачи оценки погрешности замены непрерывных процессов дискретными, а также 
оптимизации характеристик интерполирующих фильтров по критерию минимума 
среднеквадратической ошибки интерполяции [1,2]. Использование обобщенных теорем УКШ и 
КК [3-6] позволяет решать эти задачи эффективнее существующих методов [2]. На первом этапе 
приводится общая теория оценки погрешности восстановления непрерывных сигналов по 
дискретным отсчетам, а на втором рассматривается метод интерполяции случайных процессов АФ 
и их преобразованиями Фурье (ПФ). На конкретных физических примерах показаны возможности 
предложенных методов интерполяции случайных процессов.      

Погрешность восстановления непрерывных сигналов по дискретным отсчетам 

Функциональная схема системы дискретизации и восстановления непрерывного процесса 
(сигнала)  s t  представлена на рис.1. Здесь  дs k  представляет собой дискретизованный с шагом 

  сигнал (формируется из исходного непрерывного сигнала ключевым устройством), а  s t  - 

восстановленный сигнал. Дискретный процесс  дs k  приближенно изображает исходный 

непрерывный процесс  s t . В данном случае под погрешностью дискретизации понимается та 

погрешность, с которой может быть восстановлен непрерывный процесс по его дискретным 
значениям. Восстановление сигнала  s t  по дискретному процессу  дs k  представим как 

пропускание последовательности  -функций через линейный интерполирующий фильтр с 
переходной характеристикой  h t  (см. рис.1). В результате интерполяции получаем сигнал 
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 ,                                              

где t  - шаг дискретизации и    дs k s k t  . Ошибку интерполяции      s t s t s t                                       
рассматриваем как выходной сигнал схемы (см. рис.2).        
           

 
Рис.1. Процедура дискретизации и восстановления непрерывного сигнала  s t  

 
Рис.2. Схема устройства, выходным сигналом которого является ошибка интерполяции 

непрерывного сигнала   s t  по дискретным значениям  дs k  

 
Приведем [2] выражения для корреляционной функции, энергетического спектра и дисперсии 

ошибки  s t . Ошибка интерполяции  s t  является нестационарным случайным процессом. 

Корреляционная функция (усредненная) ошибки имеет вид [2]   

      
0

1 t

R M s t s t dt
t

 


    
  . 

Пусть  R   - корреляционная функция исходного случайного процесса. Согласно [2] 

определим связь между  R   и  R  , а также t  и  h t .  

Тогда 

                1 1
k

R R R k g k t R h R h
t t

      


        
 


,                        (1) 

где      g h h      и    R k R k t  .  

Как известно [1,2], энергетический спектр является преобразованием Фурье корреляционной 
функции. Общее выражение для энергетического спектра ошибки интерполяции  G   через 

энергетический спектр исходного сигнала  G  , частотную характеристику фильтра  K   и шаг 
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дискретизации t  запишем так            22 11 ReG G K K
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Положив  в (1) 0  , получим выражение для средней за период t  дисперсии ошибки 

интерполяции           2 2 1 20
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,где  2 0R   - дисперсия 

исходного случайного процесса. Относительная среднеквадратическая ошибка интерполяции 
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  - 

коэффициент корреляции исходного случайного процесса.     

Интерполирующие фильтры 

Согласно [2] запишем оптимальную частотную характеристику интерполирующего фильтра, 

обеспечивающую минимальную ошибку интерполяции,    
 опт

G
K








.                                      (2) 

При этом минимальная ошибка интерполяции процесса равна     
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Так как реализовать оптимальный интерполирующий фильтр на практике сложно (см.[2]), то 
пользуются различными интерполирующими функциями. В таблице 1 представлены простейшие 
интерполирующие функции: элементы нулевого порядка (симметричный и несимметричный), 
элемент первого порядка и идеальный фильтр нижних частот Котельникова.  

Численный эксперимент 

Для проведения численного эксперимента был выбран конкретный вид функции корреляции 
случайного процесса в виде  R e     , где 20 t

   , а его энергетический спектр 

  2 2

2G 


 







. Поведение функции корреляции и энергетического спектра приведены на 

рис.3а,б.  Сравнение нормированных спектров    /G G   исследуемого процесса с 

оптимальным случаем (см. рис.4а,б) при несимметричном элементе нулевого порядка и идеальном 
фильтре нижних частот Котельникова. Анализ физических результатов (см.рис.4а-г) показал, что 
фильтры с исследуемыми характеристиками значительно отличаются от оптимальных. 
Использование обобщенных теорем УКШ и КК [4-6] позволяет получить лучшее приближение к 
оптимальному случаю, но за счет усложнения схемы интерполирующего фильтра.  
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Табл. 1. Характеристики интерполирующих фильтров 
 Элемент нулевого 

порядка 
(несимметричный) 

Элемент  нулевого 
порядка (симметричный) 

Элемент первого 
порядка 

Идеальный фильтр 
нижних частот 
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    (а)                                                                     (б) 

Рис.3. Поведение функции корреляции (а) и энергетического спектра (б)     
 

 

  
   (а)                                                                    (б) 

    Рис.4. Сравнение нормированных спектров    /G G   исследуемого процесса с 

оптимальным случаем при несимметричном элементе нулевого порядка (а), и идеальном фильтре 
нижних частот Котельникова (б) 
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                           (а)                                                                         (б) 

Рис.5. Сравнение преобразования Фурье атомарной функции fup2 и sinc-функци (а),   
нормированного спектра    /G G   с оптимальным (б) 

 
На рис.5а представлено сравнение преобразования Фурье АФ fup2 и sinc-функции. ПФ АФ 

fupn запишем так:     i
1

tsinc sinc
2 2

n
n

i

tfup x t




              
 . Поведение нормированного спектра  

   /G G   и сравнение его с оптимальным случаем показано на рис.5б. Использование 

семейства АФ позволило добиться улучшения приближения частотных характеристик к 
оптимальному случаю.     

Заключение 

 На конкретных физических примерах показано, что применение обобщенных теорем УКШ 
и КК существенно улучшает приближение частотных характеристик ошибок интерполяции 
случайных процессов по дискретным отсчетам к оптимальному случаю. 
 

Работа выполнена в рамках гранта НШ-5708.2008.9 «Новые методы в некоторых задачах 
акустооптики, радиофизики и медицины на основе атомарных функций, вейвлетов и фракталов». 
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