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Аннотация. Завершается начатая в [1] работа по развитию существующей ма-

тематической модели гиромагнитного материала на основе частиц гексаферри-

та. Описаны основные идеи и принципы имитационного компьютерного моде-

лирования, позволяющие обобщить существующую модель на случай произ-

вольных значений параметров, описывающих качество текстуры и простран-

ственную ориентацию материала, а также значение внешнего магнитного поля. 

Эти идеи реализованы в обобщенной компьютерной модели гиромагнитного 

материала на основе частиц гексаферрита. С помощью разработанной компью-

терной модели проведен расчет резонансных кривых при варьировании указан-

ных параметров. 

Ключевые слова: гиромагнитный материал, гексаферрит, имитационное ком-

пьютерное моделирование. 

Abstract. The existing mathematical model for gyromagnetic material based on hex-

aferrite particles has been improved. Main ideas and principles of computer imitation 

modeling as an improvement basis are described; they allow modeling with arbitrary 

values of material texture quality and spatial orientation and applied magnetic field 

density. These ideas and principles have been implemented in improved model for 

gyromagnetic material based on hexaferrite particles. Resonance curves with varia-

tion of specified values are calculated upon the basis of improved model. 
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Введение 

Одной из актуальных задач современной радиоэлектроники является осво-
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ение (в частности, с целью создания сверхскоростных коммуникационных ли-

ний [2]) коротковолновой части диапазона крайне высоких частот (КВЧ). Ре-

шение этой задачи включает в себя разработку различных функциональных 

устройств. 

Как известно, этапам изготовления макета радиотехнического устройства и 

его испытаний на практике предшествует процесс проектирования, который 

для устройств диапазона КВЧ в настоящее время практически не обходится без 

компьютерного моделирования электродинамических процессов. 

К настоящему времени при создании различных устройств КВЧ (напри-

мер, резонансных вентилей, полосовых фильтров и др.) широкое распростране-

ние получили гексаферритовые гиромагнитные резонаторы [3] – образцы мате-

риалов на основе частиц гексаферрита1, работающие в условиях ферромагнит-

ного резонанса (ФМР). Для возможности моделирования электродинамических 

процессов и компьютерного проектирования таких устройств необходима ком-

пьютерная модель гексаферритового гиромагнитного резонатора, для создания 

которой, в свою очередь, необходима компьютерная модель гиромагнитного 

материала на основе частиц гексаферрита. 

Ранее сотрудниками отраслевой проблемной лаборатории ферритов МЭИ 

на основе известных теоретических представлений и имеющихся эксперимен-

тальных фактов была разработана приближенная теория ФМР в материалах на 

основе частиц гексаферрита и создана математическая модель для расчета од-

ного из основных электродинамических параметров материала – тензора маг-

нитной восприимчивости [4]. И хотя теория позволяла качественно объяснять и 

предсказывать результаты различных экспериментов, количественное сопо-

ставление эксперимента и математической модели было затруднительно. Ма-

тематическая модель, записанная в общем виде, была слишком громоздка и не-

удобна для проведения вычислений, а получение простых аналитических вы-

ражений было возможно только при использовании ряда приближений и допу-
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щений. Разумеется, их использование не могло не сказаться на области приме-

нимости результата, поэтому приближенная математическая модель, получен-

ная позже в результате такого упрощенного анализа [5], могла быть обоснован-

но применена только для материала, намагниченного до насыщения и ориенти-

рованного осью текстуры параллельно вектору напряженности внешнего поля. 

Первая попытка использования этой теории для создания компьютерной 

модели гиромагнитного материала на основе частиц гексаферрита заключалась 

в компьютерной реализации приближенной математической модели [6]. Однако 

компьютерная модель, полученная таким способом, содержала в себе тот же 

самый набор математических приближений, что и математическая модель из 

[5], поэтому ее область применимости ограничивалась указанными выше тре-

бованиями к степени намагниченности и ориентации материала во внешнем 

поле. 

Поскольку мощные вычислительные способности современных компьюте-

ров позволяют обойтись без большинства математических приближений и до-

пущений, не так давно была начата разработка более строгой компьютерной 

модели гиромагнитного материала на основе частиц гексаферрита. Настоящая 

статья посвящена завершению и подведению итогов данной работы. В статье 

изложены основные идеи и принципы построения компьютерной модели, поз-

волившие развить и обобщить существующую модель гиромагнитного матери-

ала на основе частиц гексаферрита на случай произвольных значений парамет-

ров, описывающих качество текстуры и пространственную ориентацию мате-

риала во внешнем магнитном поле, а также величину этого поля. 

Физические основы компьютерной модели 

При разработке обобщенной компьютерной модели в ее основу были по-

ложены физические представления и допущения, которые на сегодняшний день 

считаются известными и общепринятыми. 

                                                                                                                                                                  
1 К их числу относятся как образцы различной формы (пластины, шайбы и др.), изготовлен-
ные из спеченных гексаферритовых поликристаллов, так и тонкие пленки из композицион-
ных гексаферритовых материалов. 
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В частности, гиромагнитный материал на основе частиц гексаферрита 

представляется ансамблем неидентичных гексаферритовых частиц [7, 8]. В ка-

честве модели реальной частицы используется модель однодоменной магнитно-

одноосной частицы в форме эллипсоида вращения, ось симметрии которого 

совпадает с гексагональной осью кристалла [4]. Анизотропия магнитных 

свойств частиц учитывается посредством эффективного поля анизотропии [9]. 

Частицы в ансамбле отличаются друг от друга по ориентации в пространстве, 

размерам и по значению поля анизотропии [7, 8, 10]. Поведение вектора намаг-

ниченности частицы во внешнем магнитном поле подчиняется уравнению 

Ландау-Лифшица [11]. Высокочастотные магнитные свойства частицы описы-

ваются тензорами восприимчивости и проницаемости по слабому гармониче-

скому магнитному полю. Расчет кривых перемагничивания и тензорных пара-

метров материала осуществляется в приближении независимых зерен [7, 8]. 

К слову, эти же физические представления составляли основу приближен-

ной теории ФМР. Однако, несмотря на использование одних и тех же исходных 

положений, обобщенная компьютерная модель позволяет рассмотреть случаи, 

прежде не доступные для количественного анализа по приближенной теории и 

созданной в ее рамках математической модели. Такая возможность появилась 

благодаря отказу от пути формального «переложения» громоздких формул [4] 

на электронную вычислительную технику и использованию при разработке 

обобщенной модели принципов имитационного компьютерного моделирова-

ния. 

Основные принципы имитационного компьютерного моделирования в 

обобщенной модели гиромагнитного материала на основе частиц гекса-

феррита 

В самых общих чертах метод имитационного компьютерного моделирова-

ния заключается в создании виртуальной модели реального объекта и имитации 

его поведения в условиях, приближенных к реальным, на основе фундамен-

тальных физических закономерностей [12]. 
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В частности, из упомянутого выше физического представления о гиромаг-

нитном материале как ансамбле частиц следует, что имитационной компьютер-

ной моделью гиромагнитного материала должен быть набор (массив) виртуаль-

ных гексаферритовых частиц. 

Для имитации неидентичности частиц по геометрическим параметрам и 

магнитным свойствам виртуальные частицы в массиве наделяются различными 

(практически уникальными) наборами значений параметров, отвечающих за 

размеры и пространственную ориентацию, а также значение поля анизотропии 

каждой частицы. Такими параметрами у модели частицы являются объем V , 

углы Θ , Φ  поворота гексагональной оси c
�  в системе координат ( ), ,x y z , связан-

ной с внешним магнитным полем (рис. 1), намагниченность насыщения SM  и 

константы поля анизотропии 1AH , 2AH . 

 

Рис. 1. Ориентация гексагональной оси частицы гексаферрита относительно 

внешнего магнитного поля 

Наделение виртуальных частиц конкретными значениями параметров 

осуществляется в соответствии с общепринятым для описания зернистой 

структуры поликристаллических материалов подходом. Согласно этому подхо-

ду, пространственная ориентация, размеры и другие параметры частиц в мате-

риале полагаются случайными величинами [7, 8, 10] и описываются методами 

теории вероятностей. Для соответствия этому представлению используются 

специальные компьютерные процедуры, формирующие псевдослучайные по-

следовательности с различными законами распределения, получившими рас-

пространение в литературе при описании распределения частиц по простран-

ственной ориентации, размерам и значению поля анизотропии. Обращение к 
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данным процедурам происходит при инициализации компьютерной модели; 

после формирования псевдослучайных последовательностей элементы каждой 

из них присваиваются соответствующим параметрам виртуальных частиц в ан-

самбле. 

При определении значений параметров Θ  и Φ  считается, что ансамбль об-

ладает аксиальной текстурой. Методика расчета значений параметров kΘ  и kΦ  

заключается в определении направления оси kc
�  (посредством углов kθ  и kϕ ) в 

системе координат ( ), ,x y zΤ Τ Τ , связанной с осью текстуры eΤ
�  (рис. 2а), и его пе-

ресчете при известных углах ΤΘ  и ΤΦ  ориентации оси текстуры в систему коор-

динат ( ), ,x y z  (рис. 2б). 

 

Рис. 2. Ориентация гексагональной оси частицы в системе координат ( ), ,x y zΤ Τ Τ  

(а), расположение системы координат ( ), ,x y zΤ Τ Τ  во внешнем поле (б) 

 

При моделировании, результаты которых приведены ниже, используются 

следующие законы распределения случайных величин: 

 ( ) ( ) ( )( )2 2 2 2
cosθ 0,5 1 σ exp 1 2σp x x x= + −ɶ ɶ ɶ , (1) 

 ( ) 1 2 , 0 2

0,

y
p y

иначе
ϕ

π ≤ < π
= 


ɶ
ɶ , (2) 

 ( ) ( )( )1 1 1

2
2

1exp 2 2
A A AH A H Hp h h H= − − σ πσɶ ɶ , (3) 

 ( ) ( )( )2 2exp 2 2V V Vp v v V= − − σ πσ , (4) 

где σ  – параметр, характеризующий величину разброса пространственной ори-
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ентации частиц, 1AH , V  – средние значения первой константы поля анизотро-

пии и объема частиц в ансамбле, 
1

2

AHσ , 2
Vσ  – дисперсии первой константы поля 

анизотропии и объема. 

Такой подход обеспечил случайное изменение параметров частиц в ансам-

бле при переходе от одной частицы к другой и соответствие совокупности зна-

чений принятому для каждого параметра закону распределения (рис. 3); по-

дробно алгоритмы работы процедур для формирования псевдослучайных по-

следовательностей с указанными законами распределения описаны в [13, 14]. 

 

Рис. 3. Пример гистограмм распределений виртуальных частиц в ансамбле по 

пространственной ориентации (а, б), значению поля анизотропии (в) и объему 

(г) (сплошной линией показан график теоретически ожидаемого закона распре-

деления) 

 

Поскольку, как известно, магнитные свойства гексаферритов на КВЧ зави-

сят от величины и направления постоянного магнитного поля, перед расчетом 

тензоров магнитных восприимчивости и проницаемости ансамбля необходимо 

провести расчет петли магнитного гистерезиса и выбрать на ней положение ра-

бочей точки. Расчет петель гистерезиса ансамбля осуществляется при помощи 



ЖУРНАЛ РАДИОЭЛЕКТРОНИКИ, N3, 2014 

8 
 

специальной процедуры, разработанной для имитационного моделирования 

процесса перемагничивания частицы гексаферрита, изолированной от других 

частиц. 

Разработка указанной процедуры проводилась с учетом двух основных фи-

зических представлений о процессе перемагничивания: во-первых, при отсут-

ствии доменной структуры перемагничивание частицы происходит путем пово-

рота вектора ее намагниченности под действием внешнего медленно меняюще-

гося магнитного поля [15], во-вторых, перемагничивание характеризуется 

неоднозначностью и гистерезисом, т.е. зависимостью от магнитной истории си-

стемы «внешнее поле – частица». 

Качественное объяснение неоднозначности (и гистерезиса) процесса пере-

магничивания однодоменной частицы гексаферрита довольно простое. Как сле-

дует из уравнения Ландау-Лифшица, в стационарном состоянии, когда внешнее 

магнитное поле неизменно, вектор намагниченности частицы занимает в про-

странстве такое положение, в котором происходит компенсация моментов сил, 

действующих на него со стороны внешнего магнитного поля и поля анизотро-

пии частицы. Поскольку поле анизотропии в модели магнитно-одноосной ча-

стицы гексаферрита [4] имеет два возможных направления, противоположных 

друг другу, в общем случае для каждого из этих направлений стационарные по-

ложения вектора намагниченности будут разными. 

Для имитации этой особенности при расчете кривых перемагничивания 

была разработана методика решения статической задачи (задачи о стационар-

ном направлении вектора намагниченности частицы гексаферрита, помещенной 

в постоянное магнитное поле), в которой учитывается не только простран-

ственная ориентация частицы и значения внешнего поля и поля анизотропии, 

но и информация о начальном направлении поля анизотропии [1].  

Благодаря использованию данной методики при расчете кривых перемаг-

ничивания гистерезис проявляется как бы сам собой: при изменении напряжен-

ности поля в одних и тех же пределах кривые перемагничивания, получаемые 
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при уменьшении и увеличении напряженности, получаются разными (рис. 4, по 

осям отложены величины 0 1Ah H H= , cosψm = ). 

 

Рис. 4. Расчет кривых перемагничивания однодоменной частицы гексаферрита 

( 2 0AH = , 60Θ = � ) при уменьшении (слева) и увеличении (справа) напряженно-

сти внешнего поля 

 

На основе этой методики были составлены алгоритм и компьютерная про-

цедура расчета кривых перемагничивания ансамбля виртуальных частиц [14]. 

Благодаря отслеживанию и учету магнитной предыстории каждой частицы, 

кривые перемагничивания ансамбля, рассчитываемые при помощи данной про-

цедуры, получаются зависящими от его начального состояния. Это дает воз-

можность расчета не только предельных (относящихся к материалу, намагни-

ченному до насыщения), но и частных петель гистерезиса.  

 

Рис. 5. Пример расчета петель гистерезиса ансамбля (значения параметров мо-

дели: 0ΤΘ = , T 0Φ = , σ 0,54= , 1 20AH =  кЭ, 
1

σ 4,9
AH =  кЭ, 100V = , σ 0,1V = , 

2 10AH =  кЭ) 
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На рис. 5 в качестве примера представлен график нормированных M―H 

петель гистерезиса, иллюстрирующий процессы намагничивания и перемагни-

чивания изначально размагниченного ансамбля (при моделировании напряжен-

ность внешнего поля принимает следующие значения: 

0 15 15 30 30 30→ → − → → − →  кЭ). 

Если при расчете кривых перемагничивания напряженность поля варьиро-

вать в других пределах, то, как и в реальном материале, изменится и конкрет-

ный вид частных петель гистерезиса. Таким образом, данная методика расчета 

кривых перемагничивания позволяет не просто получать при моделировании 

ансамбль в состоянии неполного (частичного) намагничивания, но и управлять 

этим состоянием, менять его числовые характеристики (например, значение 

намагниченности при нулевом внешнем поле). Подчеркнем, что указанная ме-

тодика применима при любой пространственной ориентации частиц ансамбля 

во внешнем поле, поэтому с ее помощью можно рассчитывать петли гистерези-

са ансамбля с произвольным качеством текстуры при произвольной ориентации 

оси текстуры во внешнем поле (рис. 6). 

 

Рис. 6. Семейство петель гистерезиса при 0ΤΘ =  (а), 30�  (б), 60�  (в), 90�  (г), 
остальные параметры модели имеют такие же значения, что и на рис. 5 
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Указанная методика расчета кривых перемагничивания и петель магнитно-

го гистерезиса создает основу, необходимую для расчета тензорных электроди-

намических параметров гиромагнитного материала в наиболее общем случае – 

при произвольных значениях геометрических и магнитных параметров частиц, 

а также параметров, отвечающих за качество текстуры и пространственную 

ориентацию материала и напряженность внешнего поля. 

Расчет тензора магнитной восприимчивости материала по слабому гармо-

ническому магнитному полю осуществляется путем усреднения тензоров маг-

нитной восприимчивости всех содержащихся в ансамбле частиц. Расчет тензора 

магнитной восприимчивости каждой частицы осуществляется по формулам из 

[4], полученным в результате приближенного аналитического решения уравне-

ния Ландау-Лифшица. Хотя использование готового аналитического решения 

несколько противоречит принципам имитационного моделирования, мы счита-

ем этот шаг оправданным, поскольку в данном случае он позволяет экономить 

время при вычислениях2. 

При усреднении тензоров магнитной восприимчивости полагается, что ча-

стицы гексаферрита являются сильно анизотропными. Это допущение, обычно 

справедливое для магнитно-одноосных гексаферритов, применяемых в корот-

коволновой части миллиметрового диапазона, позволяет пренебречь магнит-

ным взаимодействием частиц и работать в приближении независимых зерен [8]. 

Если при этом геометрические размеры ансамбля много меньше длины волны, 

явлениями распространения электромагнитного излучения можно пренебречь и 

считать, что на все частицы воздействует одинаковое магнитное поле. 

В этом случае для расчета тензоров магнитных восприимчивости и прони-

цаемости ансамбля в любой точке на любой петле гистерезиса можно восполь-

зоваться методикой из [16]. Эта методика и указанная выше методика расчета 

петель гистерезиса позволяют рассчитать тензорные параметры, необходимые 

для компьютерного моделирования электродинамических процессов, в наибо-
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лее общем случае. Ниже представлены примеры моделирования, демонстриру-

ющие влияние различных факторов на частотные характеристики материала. 

Отметим, что ранее строгий (в рамках принятых физических допущений) коли-

чественный расчет подобных характеристик по существующим математиче-

ским моделям [4, 5] не представлялся возможным. 

Примеры моделирования 

Для характеристик, представленных на рис. 7 – 9, расчет проводился при 

следующих фиксированных значениях параметров: 1 30,5AH =  кЭ, 
1

σ 0,3
AH =  

кЭ, 2 0AH = , 500SM =  Гс, σ 0,1V = , 100V = . Значения остальных параметров 

указаны в конкретных примерах. 

Пример 1. Влияние качества текстуры (рис. 7). 

 

Рис. 7. К влиянию качества текстуры на характер предельных петель гисте-

резиса и резонансных кривых ансамбля 

Значения параметров: 20ΤΘ = � , 20ΤΦ = � , ( )σ 0,1
а

= , ( )σ 0,6
б

= , ( )σ 15
в

= , 

0 6H =  кЭ.  

Как уже было сказано, параметр σ  закона распределения (1) отвечает за раз-

брос пространственной ориентации частиц в ансамбле. Таким образом, варьи-

рованием параметра σ  можно управлять степенью пространственной упорядо-

ченности частиц, т.е. качеством текстуры ансамбля. 

Как видно из рис. 7, качество текстуры ансамбля влияет как на петли гисте-

резиса, так и на резонансные кривые. При ухудшении текстуры (в последова-

                                                                                                                                                                  
2 По сравнению с имитационным методом, включающим численное решение уравнения 
Ландау-Лифшица, выделение из решения первой гармоники прецессии вектора намагничен-
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тельности (а), (б), (в)) резонансная кривая расширяется, уменьшается по абсо-

лютной величине резонансное значение мнимой части магнитной проницаемо-

сти, несколько уменьшается резонансная частота и увеличивается асимметрия 

кривой. 

Пример 2. Влияние степени намагниченности ансамбля (рис. 8). 

 

Рис. 8. К влиянию степени намагниченности ансамбля на резонансные характе-

ристики 

Значения параметров: 10ΤΘ = � , 0ΤΦ = � , σ 0,5= , 0 6H =  кЭ. 

В левой части рис. 8 приведены предельная и частная петли гистерезиса, а 

также начальная кривая намагничивания. При нахождении на предельной петле 

гистерезиса (случаи (а), (д)) резонансные кривые в данном частотном диапазоне 

имеют один экстремум. Это говорит о преимущественной ориентации векторов 

статической намагниченности частиц в ансамбле, возникшей под действием 

«сильного» магнитного поля (напряженностью 30+  и 30−  кЭ соответственно). 

Однако в случае (а) внешнее поле направлено под острым углом (т.е. попутно) 

к вектору статической намагниченности ансамбля, потому резонанс наблюдает-

ся выше частоты естественного ФМР, оцениваемого в 2,8 30,5 85,4ef = ⋅ =  ГГц. 

В случае (д) внешнее поле направлено под тупым углом (т.е. встречно) вектору 

статической намагниченности ансамбля, поэтому резонанс наблюдается ниже 

частоты ef . Случаи (б), (в), (г) характеризуются наличием в ансамбле как ча-

стиц, для которых внешнее поле направлено попутно, так и частиц, для кото-

рых внешнее поле направлено встречно их намагниченности. Это приводит к 

                                                                                                                                                                  
ности и определение ее параметров. 
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появлению двух резонансных пиков, интенсивности которых зависят от соот-

ношения количества тех или иных частиц. 

Пример 3. Влияние постоянного магнитного поля (рис. 9). 

 

Рис. 9. К влиянию постоянного магнитного поля на резонансные характеристи-

ки 

Значения параметров: σ 0,6= , ( )0 12
а

H =  кЭ, ( )0 6
б

H =  кЭ, ( )0 0
в

H = , ( )0 6
г

H = −  

кЭ. Остальные параметры имеют те же значения, что и в примере 1. 

При движении по верхнему участку предельной петли гистерезиса в сторону 

уменьшения напряженности внешнего поля (точки (а)-(б)-(в)-(г)) наблюдаются 

уменьшение резонансной частоты, изменение резонансного значения, ширины 

и степени асимметрии кривой. В окрестности нулевого поля резонансное зна-

чение мнимой части проницаемости достигает экстремального значения, шири-

на кривой минимальна. Изменяется асимметрия кривых: при внешнем поле, 

попутном вектору статической намагниченности ансамбля (случаи (а), (б)), бо-

лее крутым является высокочастотный склон резонансной кривой, а при внеш-

нем поле, встречном вектору статической намагниченности ансамбля (случай 

(г)) – более крутым оказался низкочастотный склон. 

 

Заключение 

Итак, в настоящей статье завершается работа по развитию и обобщению 

существующей математической модели гиромагнитного материала на основе 

частиц гексаферрита. Описаны основные идеи и принципы имитационного 

компьютерного моделирования, позволяющие рассчитать одни из главных 



ЖУРНАЛ РАДИОЭЛЕКТРОНИКИ, N3, 2014 

15 
 

электродинамических параметров материала – тензоры магнитных восприим-

чивости и проницаемости – при произвольных значениях параметров, отвеча-

ющих за качество текстуры и пространственную ориентацию материала во 

внешнем магнитном поле, а также за напряженность этого поля. Эти идеи реа-

лизованы в обобщенной компьютерной модели гиромагнитного материала на 

основе частиц гексаферрита. Проведен расчет резонансных кривых при варьи-

ровании качества текстуры материала и напряженности внешнего магнитного 

поля. 

Созданная компьютерная модель может быть использована для решения 

задач компьютерного проектирования различных устройств КВЧ, содержащих 

гексаферритовые гиромагнитные резонаторы, а также для контроля гексафер-

ритовых материалов методами радиоизмерений на миллиметровых волнах. 

 

Авторы благодарны Кириллову А.И. за семинары по основам современной 

математики, по итогам которым у авторов возникло понимание основной идеи 

метода имитационного компьютерного моделирования и сформировалось об-

щее представление о применении этого метода для создания компьютерной мо-

дели гиромагнитного материала на основе частиц гексаферрита. 
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