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Аннотация. Рассмотрены вопросы, связанные оценкой точности измерения 

информационных параметров полезного сигнала, несущих информацию о дви-

жении протяженных объектов, на фоне как коррелированных, так и некоррели-

рованных аддитивных негауссовских помех. Показано, что в случае коррелиро-

ванной негауссовской помехи увеличение коэффициента корреляции приводит 

к увеличению обобщенного отношения «сигнал/помеха», что, в свою очередь, 

ведет к повышению точности измерения параметров. Получены зависимости, 

показывающие, что на приведенную погрешность измерения информационного 

параметра влияет не только величина обобщенного отношения «сиг-

нал/помеха», но и учет негауссовского характера воздействующей аддитивной 

помехи, приводящий к значительному повышению точности измерения пара-

метров сигнала. 

Ключевые слова: потенциальная точность измерения, информационные пара-

метры сигнала, аддитивная некоррелированная негауссовская помеха, аддитив-

ная коррелированная негауссовская помеха. 

Abstract. We considered the issues related to the estimation of measurement accura-

cy of the information parameters of the useful signal. These informational parameters 

carry the information about the motion of extended objects, along with the correlated 

additive non-Gaussian noise. Estimation of informative parameters was carried out in 

a discrete-time observation model, and only non-energy informative parameters were 

estimated. The lower limits of the Cramer-Rao inequality were used to determine 
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quantitative estimates of measured parameters. To estimate the influence of non-

Gaussian noise on the accuracy of the measurement we use the ratio of the variance 

of the measurement error in the presence of additive noise to the variance of the 

measurement error under the influence of Gaussian noise. It is shown that in the case 

of uncorrelated and correlated non-Gaussian noise, the increase of the correlation co-

efficient leads to the increase of the generalized «signal-to-noise» ratio which, in its 

turn, leads to improved accuracy of measurement of parameters. It is noted that the a 

posteriori variance of the informative parameter measurement affected by non-

Gaussian noise is smaller than when the noise is correlated in nature. The dependenc-

es are obtained, showing that reduced error of information parameter measurement is 

affected not only by the magnitude of the generalized «signal-to-noise» ratio but also 

by accounting for non-Gaussian nature of the influencing additive noise, leading to a 

significant improvement in the accuracy of measurement of signal parameters. Engi-

neering estimations of the informative signal parameters on the background of addi-

tive non-Gaussian noise, with both correlated and independent nature were found. 

Key words: potential measurement accuracy, information parameters of the signal, 

additive uncorrelated non-Gaussian noise, additive correlated non-Gaussian noise. 

 

1. Введение  

В большинстве работ, посвященных вопросам оценки параметров сигна-

лов, несущих информацию о движении протяженных объектов, в частности, в 

[1], считалось, что на полезный сигнал воздействует аддитивная помеха, опи-

сывающаяся, как правило, гауссовской плотностью распределения вероятно-

стей (ПРВ). Вместе с тем, в целом ряде исследований, например в [2-5], показа-

но, что принимаемый радиотехническим измерителем (РИ) сигнал подвержен 

воздействию помех, имеющих ярко выраженный негауссовский характер. Для 

радиолокации, радионавигации, телеметрии, радиоизмерительной техники, 

представляет значительный интерес получить оптимальную оценку параметров 

обрабатываемых сигналов при наличии помех с произвольной ПРВ. 
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Отметим, что при оценке точности (погрешности) информационных пара-

метров сигнала наибольший интерес представляет собой случай одновременно-

го изменения частоты ω, ее производной   и фазы полезного сигнала φ [6]. 

Вместе с тем, немаловажной является и оценка точности измерения скалярного 

информационного параметра сигнала, отдельные аспекты которой, рассматри-

вались авторами ранее [7, 8]. 

Для обеспечения наивысшей точности измерения информационных пара-

метров необходимо оценить их оптимальным образом. Методы решения задачи 

оптимальной оценки параметров сигнала можно получить, основываясь на ма-

тематическую статистику и теорию нелинейной фильтрации [9, 10]. Произве-

дем оценку информационных параметров в дискретном времени наблюдения. 

Считаем, что в течение времени [0, T] наблюдается выборки случайного про-

цесса  h hY Y t  (h = 1, …, H), являющегося смесью полезного сигнала  , hs tλ  

и аддитивной  hn t  помехи, имеющей негауссовский характер. Полезный сиг-

нал  ,s tλ  содержит совокупность параметров  1,..., m  λ  (например, 

 , ,   λ  [6]), подлежащих измерению (оцениванию), причем на интервале 

наблюдения эти параметры остаются неизменными. Отметим также, что в 

нашем случае измеряется только один из параметров сигнала, т. е. речь идет об 

измерении скалярного информационного параметра. 

Задачу оценивания информационных параметров сигнала будем проводить 

по методу максимума апостериорной ПРВ (АПРВ). Для определения количе-

ственных оценок измеряемых параметров используем нижние границы нера-

венства Крамера-Рао [9-11]. Влияние негауссовских аддитивных помех на точ-

ность измерения будем оценивать отношением дисперсии погрешности изме-

рения при наличии аддитивных помех к дисперсии погрешности измерения, ко-

гда эти помехи носят гауссовский характер. 

Отметим, что в нашем случае оценке будут подлежать только неэнергети-

ческие информационные параметры полезного сигнала. Считается, что оценки 

являются функциями достаточных статистик и обладают асимптотическими 
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свойствами состоятельности, как правило, несмещенности и нормальности. 

Известно, что оценка ̂  информационного параметра  полезного сигнала 

 λ,s t  по максимуму апостериорной ПРВ находится из уравнения 

 

ˆ

0
ydW

d






. 

Учитывая, что      y lW CW W    , где С – постоянная нормировки; 

 W   – априорная ПРВ;  lW   – функция правдоподобия, запишем: 

     

ˆ ˆ

ln ln
0

y l
dW d W d W

d d d



 

   
   

   
. 

Откуда, в соответствии с теоремой Крамера-Рао, дисперсия любой несме-

щенной оценки информационного параметра определяется неравенством [10]: 

      
1

2 2
2

2 2

ln lnˆ ld W d W
M M M

d d




        

         
         

,   (1) 

где усреднение осуществляется по результатам наблюдения и характеристикам 

случайного параметра  . 

Воспользовавшись понятием количества информации по Фишеру [12], за-

ключенного в одномерном ПРВ ( )W  : 

 2

2

ln
F

d W
I M

d

 
  

   
  

, 

преобразуем (1) к виду 

    
1

2
2

2

lnˆ l
F

d W
M M I

d




   

       
    

,   (2) 

которое и будем использовать в дальнейшем. 

2. Оценка погрешности измерения скалярного информационного парамет-

ра на фоне аддитивной некоррелированной негауссовской помехи 

Конкретизируем неравенство Крамера-Рао для случая воздействия адди-

тивных негауссовских помех с независимыми значениями. 
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Пусть на вход РИ поступает аддитивная смесь вида  ,h h hy s t n   , по-

лезного сигнала  , hs t , несущего информацию об одном из интересующих нас 

параметре движения лоцируемого объекта , и аддитивная негауссовская не-

коррелированная помеха  hn t . 

Считаем, что логарифм функции правдоподобия (ЛФП), входящий в (2), 

существует и имеет вид:     ˆln ,n h n h hB n W y s t   , в котором .nW  – одно-

мерная ПРВ аддитивной негауссовской помехи. 

Первая производная от ЛФП по информационному параметру будет равна: 

        . .
ˆ ˆ ˆln , , ln ,

ˆ
n n

h n h n n n h h n h
h

d d
B W y s t s t W n s t B

dnd

 
         


. 

Соответственно, вторая производная 

      

       

22

. . 2

2

. . .

ˆ ˆ, , ln

ˆ ˆ ˆ, ln , , .

n
h h h h h n h

h

n n
h n h h n h h h n h

h

d
B y s t s t W n

dn

d
s t W n s t B s t B

dn


 

 
  

      
 

        
 

 

Усреднив вторую производную ЛФП по времени и по множеству, запи-

шем: 

 
2

. . 2
ˆln

ˆ
n

h h l s F

d
B M W Р I

d

 


  
    

  
, 

где  
 

2

2
1

1

ˆ ,
ˆ , lim

ˆ

hH
s h H h

ds t
P s t H

d


   

 
     
   

 

 ; 

 
2

2
lnF n h

h

d
I M W n

dn

   – количество информации по Фишеру относительно ад-

дитивной негауссовской помехи, заключенное в одномерном ПРВ  n hW n . 

С учетом введенных обозначений, представим неравенство Крамера-Рао в 

виде: 

 
1

2 2 2 2 2
ˆ s n nn

P


 
  

      ,          (3) 
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где 2
n  и 2

  – коэффициенты, учитывающие повышение точности демоду-

ляции информационного процесса за счет отличия, соответственно, ПРВ пере-

хода информационного процесса и аддитивной помехи от гауссовских. При не-

гауссовских помехах всегда 2 1   [13]. 

Введем обозначение 2 2
n s nP      , играющее в данном случае роль обоб-

щенного отношения «сигнал/помеха» (ОСП). В этом случае выражение (3) за-

пишется: 

 
1

2 2 2 2
ˆ n nn



 

      .      (4) 

Полученные неравенства (3) и (4) описывают нижние границы неравенства 

Крамера-Рао для дисперсии несмещенной оценки информационного параметра 

полезного сигнала при воздействии аддитивной негауссовской помехи с неза-

висимыми значениями. 

Произведем количественную оценку точности измерения, получаемую в 

результате учета негауссовского характера как ПРВ информационного пара-

метра ̂ , так и воздействующей аддитивной помехи hn . Для этого построим за-

висимости приведенной дисперсии  2 2 2
ˆ ˆ ˆ. . . .n n G n

f
  
    , где 2

ˆ . .G n
  – дисперсия 

нормальной погрешности измерения (оценки), рассчитанная для случая, когда 

информационный параметр и аддитивная помеха являются случайными гаус-

совскими процессами, описываемыми одномерными распределениями. При 

этом будем считать, что обобщенное ОСП n  в обоих случаях равны между со-

бой. 

Учитывая, что для гауссовских некоррелированных процессов коэффици-

ент 2 1   [13], исходя из выше сказанного, получим: 

 

 

2
ˆ2 .

ˆ 2. 2 2
ˆ . .

1nn
n

n nG n






  
  

    
.    (5) 
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На рис. 1 представлены графические зависимости  2 2 2
ˆ .

, nn
f 

     постро-

енные для случаев 1n   и 10n  . 

 
а) 

 
б) 

Рис. 1. Зависимости  2 2 2
ˆ .

,nn
f 

     при: а –  = 1; б –  = 10. 

Из выражения (5) и приведенных графиков видно, что с увеличением ко-

эффициентов 2
  и 2

n , а, следовательно, с увеличением отличия ПРВ информа-

ционного параметра и воздействующей аддитивной помехи от гауссовской, ве-

личина приведенной дисперсии уменьшается, что, в свою очередь, приводит к 

увеличению точности оценки измеряемого информационного параметра. 
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При высоком качестве измерения информационного параметра (больших 

соотношениях «сигнал/помеха») апостериорная плотность распределения веро-

ятности (АПРВ) ( )yW   в окрестности истинного значения h  существенно уже 

априорной ( )yW   ПРВ [13]. В этом случае значением FI   можно пренебречь, и 

неравенство Крамера-Рао будет определяться выражением: 

   
1

21
2 2 1
ˆ 1.

ˆ ˆ,H
F s n n h hт

I Р H ds t d




  
 

           
 . 

На примере измерения (оценки) частоты     полезного сигнала 

   , cosh m h hs t U t     . 

оценим выигрыш, получаемый при учете негауссовского характера аддитивной 

помехи. Считаем, что ПРВ измеряемого информационного (оцениваемого) па-

раметра и воздействующей помехи известны и имеют негауссовский характер. 

Оценка информационного параметра осуществляется на интервале измерения 

[0, T]. Предполагаем, что моменты времени, соответствующие началу и концу 

обрабатываемого сигнала, точно известны и совпадают с границами интервала 

измерения. Воспользовавшись изложенной в [10] методикой, а также результа-

тами, связанными с оценкой частоты сигнала на фоне гауссовских помех с не-

зависимыми значениями, после опускаемых из-за громоздкости математиче-

ских преобразований, приняв для удобства 2 1  , получим выражение для 

дисперсии частоты полезного сигнала  , hs t  при воздействии негауссовских 

аддитивных помех с независимыми значениями: 

1
2

2 2 2
ˆ

12
n

T


 

  
     

  
, 

где 2 22m nU   . 

Полученные выражения показывают, что на точность измерения (оценки) 

частоты полезного сигнала  , hs t  при воздействии негауссовской аддитивной 

помехи с независимыми значениями существенно влияют не только такие па-
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раметры как  и Т, но и величина коэффициентов 2
  и 2

n , учитывающих, со-

ответственно, отличие ПРВ измеряемого (оцениваемого) информационного па-

раметра и помехи от гауссовской. Как видно из представленного неравенства, 

чем больше отличие ПРВ оцениваемого параметра и воздействующей помехи 

от гауссовской, тем точность оценки частоты выше. 

3. Оценка погрешности измерения скалярного информационного парамет-

ра на фоне аддитивной коррелированной негауссовской помехи 

Пусть на вход РИ поступает аддитивная смесь  h hy t  полезного сигнала 

 , hs t , несущего информацию об одном из интересующих нас параметров 

движения лоцируемого объекта , и аддитивная негауссовская коррелированная 

помеха  hn t : 

     ,h h h hy t s t n t   . 

Будем считать, что помеха описывается переходной ПРВ  1t h hW n n  . Из-

мерение информационного параметра ̂  ведется в дискретном времени наблю-

дения на интервале [0, Т], причем 1
ˆ ˆ ˆ

h h     . 

ЛФП существует, удовлетворяет условиям регулярности [14] и описывает-

ся выражением: 

      1 1
ˆ ˆln , ,n t h h h hB n W y s t y s t      ,        (6) 

где  ˆ ,h i h i h iy s t n     , 0,1i  . 

Воспользовавшись преобразованиями, изложенными в [15], в частности, 

усреднением по множеству и по времени, а также, используя результаты [10] и 

[12], приведем выражение (6) к виду:  trnB IP


  . 

При оценке измеряемого параметра методом максимального правдоподо-

бия выражение для нижней границы неравенства Крамера-Рао примет вид: 

 
12

ˆ .
tr

c
IP




     .                                              (7) 
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Пусть на полезный сигнал воздействует гауссовская коррелированная по-

меха с переходной ПРВ вида: 

   

   

-0,5
2

-1 .

12
1 2

. . 1 1 .

|   2 1

exp 2 1 ,

t h h n h n

h n h n h n h n h n

W n n r

n r n r



 

    
 

            

 

где .n h  и . 1n h  – соответственно, дисперсия величины на шаге h и h–1; nr  

– коэффициент корреляции выборок hn  и 1hn  . 

Ряд математических преобразований позволит записать (7) в виде: 

   
 

 

 

1
2 1

2
12

ˆ . 2 2 2 2

ˆ ˆ, ,

1 1

h n h h

c
n n n n

s t r s t s

r r




  



                 
        

.    (8) 

Данное выражение, вплоть до обозначений, полностью совпадает с выра-

жением, полученным в работах [17, 18] для случая коррелированных гауссов-

ских помех. 

Введем в рассмотрение величину 
 

 

2

. 2 21

h
G c

n n

s

r


 

 
, играющую роль ОСП 

при измерении информационного параметра на фоне гауссовской аддитивной 

помехи с дисперсией 2
n  и коэффициентом корреляции nr . 

Представим (8) с учетом последнего в виде: 

 
12

ˆ .. G cc




   . 

Учтем, согласно выводам [19], что величину .G c  следует рассматривать в 

спектральном представлении. Тогда для сильно коррелированной аддитивной 

помехи ( 1nr  ), то есть для случая, когда энергетический спектр помехи  ns   

уже амплитудного спектра сигнала  ss  , получаем в соответствии с [17]: 

 
 

 
/ 2 2

/

1

2 0

t

s s s nt
n

s s d P
s

  
 

    
  ,         (9) 
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где 2
.s n G unP 

    – обобщенное ОСП при воздействии некоррелированной 

гауссовской аддитивной помехи. 

Как видно из (9)  

. .G c G un   .          (10) 

И, следовательно, 

2 2
ˆ ˆ. . . .G c G un 

   .               (11) 

Таким образом, увеличение коэффициента корреляции приводит к увели-

чению обобщенного ОСП, что, в свою очередь, ведет к уменьшению погрешно-

сти измерения информационного параметра полезного сигнала, а значит и к по-

вышению точности измерения последнего. 

Воспользовавшись результатами [18], введем соотношение  

./t t
F F GI I  ,                                                     (12) 

которое характеризует предельную эффективность оценки информационного 

параметра ̂  на фоне негауссовской помехи с переходной ПРВ  1|t h hW n n   по 

сравнению с оценкой при воздействии гауссовской помехи, для которой дис-

персия 2
n  и коэффициент корреляции nr  совпадают с дисперсией и коэффици-

ентом корреляции коррелированной гауссовской помехи. 

Отметим, что величина t
FI  зависит от вида переходной ПРВ  1|t h hW n n  , 

причем, чем больше ПРВ отличается от гауссовской, тем больше величина ко-

эффициента μ [18]. 

Для гауссовской переходной ПРВ  1|t h hW n n    

   
 

2

1

. 2 2

ˆ ˆ, ,

1

h n ht
F G

n n

s t r s t
I

r

  
    
 

 
. 

С учетом (7), (12) и полученного соотношения запишем, что при воздей-

ствии на полезный сигнал негауссовской коррелированной помехи апостериор-

ная погрешность оценки информационного параметра сигнала будет опреде-

ляться следующим выражением: 
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 
   

 

1
2

112
ˆ . . 2 2

ˆ ˆ, ,
tr

1

h n h

nG c
n n

s t r s t
IP

r



  



               
  

 

. 

Как видно из данного неравенства, с увеличением отличия переходной 

ПРВ  1t h hW n n   от гауссовской, точность оцениваемого параметра возрастает. 

Отметим, что поскольку 1   [18], то с учетом неравенств (10) и (11) по-

лучаем: при воздействии коррелированной негауссовской помехи апостериор-

ная дисперсия измерения информационного параметра 2
ˆ . .nG c

  всегда меньше, 

чем апостериорная дисперсия при воздействии той же негауссовской помехи, 

но имеющей некоррелированный характер 2
ˆ . .nG un

 , то есть 2 2
ˆ ˆ. . . .nG un nG c 

   . 

Определим далее влияние величины коэффициента μ на оценку информа-

ционного параметра сигнала на примере приведенной погрешности измерения 

2 2 2
ˆ ˆ ˆ. . .G c   

    , 

где 2
ˆ . 

  – апостериорная погрешность измерения при воздействии корре-

лированной негауссовской помехи, описывающейся переходной ПРВ вида: 

 
 

 

   

 

   

0,5

1 1 2 1

2

1

2 1

Г 3

2Г 1 Г

Г 3
exp ,

1 Г

t h h

h h

W n n
r

n rn

r

  








 
   

    
 

          
         

   (13) 

где Г(.) – гамма-функция; ν 2  – константа, зависящая от параметра рас-

пределения. 

Запишем выражение для приведенной погрешности в виде: 

 
 

     

2 1

12
ˆ

-1

Г

-1 Г 3 Г 1-v







  
     

     
  

, 

где ./ G c    ;   – обобщенное ОСП при воздействии негауссовской 
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помехи с ПРВ (13). 

Напомним, что при ν 2  ПРВ вида (15) переходит в гауссовское, при этом, 

как видно из (12), 1  . 

На рис. 2 приведены зависимости, из которых видно, что на приведенную 

погрешность измерения информационного параметра полезного сигнала влияет 

не только величина , играющая роль приведенного обобщенного ОСП, но и 

параметр , определяющий значение . 

 

Рис. 2. Зависимости  2
ˆ ν,f

   . 

Чем больше  отлично от 2 ( 1  ), тем меньше величина приведенной по-

грешности. 

4. Заключение  

Таким образом, осуществлена оценка точности измерения информацион-

ных параметров полезных сигналов, несущих информацию о параметрах дви-
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жения лоцируемых объектов, на фоне аддитивных в общем случае негауссов-

ских помех, имеющих как коррелированный, так и независимый характер. 

Показано, что учет негауссовского характера воздействующей аддитивной 

помехи приводит к значительному повышению точности измерения параметров 

сигнала. Показано, что в случае коррелированной негауссовской помехи увели-

чение коэффициента корреляции приводит к увеличению обобщенного отно-

шения «сигнал/помеха», что, в свою очередь, ведет к повышению точности из-

мерения параметров полезного сигнала. 
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