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Аннотация. Предложен метод определения вертикального профиля 

коэффициента преломления тропосферы. Метод основан на анализе искажений 

радиосигнала при прохождении вблизи земной поверхности от известного 

источника к массиву приёмников. В качестве базовой прямой модели выбран 

метод параболического уравнения. К конечно-разностной численной схеме 

решения указанного уравнения применяется метод автоматического 

дифференцирования по неизвестным параметрам искомого профиля. Это 

позволяет эффективно вычислять градиент, необходимый для решения 

оптимизационной задачи. Вычислительные эксперименты, проведенные для 

различных профилей и частот, демонстрируют адекватность и эффективность 

предложенного метода. 
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Введение 

Хорошо известно, что пространственные вариации коэффициента 

преломления тропосферы оказывают решающее влияние на дальность 

распространения радиоволн в тропосфере [1, 2, 3]. Эти вариации вызваны 

изменениями температуры, давления и влажности воздуха, которые, в свою 

очередь, зависят от метеорологических и географических условий. Преломление 

радиоволн в тропосфере определяется коэффициентом преломления, который 

может изменяться как в вертикальном, так и в горизонтальном направлениях. 

Это приводит к таким явлениям, как сверхдальнее распространение, образование 

зон затухания и радиотени.  

Было создано большое количество математических моделей [4], 

предсказывающих характеристики распространения в зависимости от 

конкретного профиля. Они принимают на вход параметры источника излучения 

и среды распространения, включая профиль коэффициента преломления, и 

возвращают уровень и фазу сигнала в необходимой точке пространства. Однако 

удобных методов прямого измерения профиля до сих пор не создано. Имеется 

лишь небольшое количество экспериментальных данных [5, 6], в той или иной 

мере подтверждающих адекватность существующих моделей распространения. 

Учитывая огромный размер трассы распространения сигнала и сложность 

прямого измерения, гораздо более перспективным видится определение профиля 

по некоторым косвенным данным. 

С математической и алгоритмической точек зрения, задача тропосферной 

инверсии является некорректной по Адамару [7, 8]. Этим и объясняется ее 

сложность. Наиболее перспективным методом инверсии является анализ 

сигнала, излучаемого известным источником и получаемого массивом 

приёмников. Источник и приёмник должны быть разнесены в пространстве  

[9, 10, 11], чтобы сигнал смог достаточно исказиться под действием рефракции. 

В методе “рефракции из помех” (англ. refractivity from clutter, RFC) [12] источник 

и приёмник находятся рядом, при этом анализируется сигнал, отраженный от 

поверхности моря. Разработка эффективных алгоритмов все еще является 
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актуальной. В частности, предыдущие работы были сосредоточены в основном 

на инверсии статического профиля. В данной работе рассматривается динамика 

коэффициента преломления во времени. 

Работа построена следующем образом. В следующем разделе представлена 

формальная постановка задачи. В разделе 2 показано, что численный метод 

решения прямой задачи можно представить в виде графа вычислений. Раздел 3 

посвящен дифференцированию графа вычислений и сведению обратной задачи 

к задаче минимизации функционала. Также предложен метод отслеживания 

изменения коэффициента преломления в реальном времени. В разделе 4 

проведены численные эксперименты с предложенным методом.  

1. Постановка задачи 

Массив приёмников получает сигнал от известного источника 

радиоизлучения. Характеристики сигнала претерпевают изменения, вызванные 

неоднородностями коэффициента преломления тропосферы. Остальные 

параметры трассы распространения (рельеф, тип подстилающей поверхности, 

затухание) считаются известными. Задача состоит в определении вертикального 

профиля коэффициента преломления тропосферы по измерениям амплитуды и 

фазы радиосигнала на массиве приёмников. При этом учитывается тот факт, что 

коэффициент преломления может плавно изменяться c течением времени [13]. 

Схематичное описание постановки задачи показано на рис. 1.  

𝑁 приемников расположены в точках (𝑥𝑖 , 𝑧𝑖), 𝑖 ∈ [1. . 𝑁] и принимают 

комплекснозначный сигнал 𝑣𝑖
𝑗
 в моменты времени 𝑡𝑗. Ограничений на взаимное 

расположение приёмников не накладывается: они могут быть расположены 

вертикально, горизонтально или в любом другом порядке. 
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Рис. 1. Схематичное описание задачи инверсии коэффициента преломления. 

2. Метод параболического уравнения для решения прямой задачи 

Практически любой метод невыпуклой оптимизации заключается в 

многократном решении прямой задачи для подбора оптимальных искомых 

параметров. В данной работе для решения прямой задачи используется метод 

параболического уравнения (ПУ) [4,14], который в двумерном случае 

записывается следующим образом 

∂ψ

∂𝑥
= 𝑖√

∂2

∂𝑧2
+ 𝑘2𝑚2(𝑥, 𝑧)ψ, 

𝑚2(𝑧) = 𝑛2(𝑧) + 2𝑧/𝑅𝑒 , 

ψ(𝑧) = 𝑄ψ0(𝑧), 

где ψ(𝑥, 𝑧) – двумерное комплекснозначное распределение электромагнитного 

моля; 𝑛(𝑧) – коэффициент преломления тропосферы; 𝑅𝑒 – радиус Земли,  

ψ0(𝑧) – начальное условие, отвечающее диаграмме направленности излучателя; 

𝑄 – неизвестная константа, отвечающая амплитуде и фазе излучателя. Хотя 

формально мы знаем параметры источника, его синхронизация с приёмниками 

по амплитуде и фазе может оказаться затруднением с инженерной точки зрения, 

так что 𝑄 мы считаем неизвестным. Функция 𝑛(𝑧) считается финитной. 
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Для численного решения используем метод конечно-разностной 

аппроксимации Паде [4, 15, 16]. Совершая замену 𝑢(𝑥, 𝑧) = 𝑒−𝑖𝑘𝑥ψ(𝑥, 𝑧), 

пошаговое решение записывается следующим образом 

𝑢(𝑥 + ∆ 𝑥, 𝑧) = 𝑃(𝐿)𝑢(𝑥, 𝑧), 

𝑃(𝐿)𝑢 = exp (𝑖𝑘Δ𝑥(√1 + 𝐿 − 1)) 𝑢 ≈ ∏
1 + 𝑎𝑙𝐿

1 + 𝑏𝑙𝐿
𝑢

𝑞

𝑙=1

, 

𝐿𝑢 =
1

𝑘2

∂2𝑢

∂𝑧2
+ (𝑛2(𝑥, 𝑧) − 1)𝑢 ≈

δ2𝑢

𝑘2Δ𝑧2
+ (𝑛2(𝑥, 𝑧) − 1)𝑢, 

где оператор второй разности определяется как  

δ2𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑧 + Δ𝑧) − 2𝑢(𝑥. 𝑧) + 𝑢(𝑥, 𝑧 − Δ𝑧), 

𝑎𝑙 и 𝑏𝑙 – некоторые комплексные константы. 

Хорошо видно, что фактически пошаговое решение состоит из 

последовательного применения следующей типовой операции 

𝑢𝑖+1 = (1 + 𝑏𝑙𝐿)−1(1 + 𝑎𝑙𝐿)𝑢𝑖 , 

которая при дискретизации по 𝑧 сводится к трехдиагональной системе линейных 

уравнений, которая решается методом прогонки за линейное время. Таким 

образом, фактически данная численная схема представляет собой 

последовательное применение линейных операторов к вектору. Такого рода 

алгоритмы естественным образом представляются в виде графа вычислений [17]. 

Можно провести аналогию с последовательным применением слоев нейронной 

сети. Схематично граф вычислений для рассматриваемого алгоритма показан на 

рис. 2. 

 

Рис. 2. Схематичное описание графа вычислений для параболического 

уравнения. 
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Преимуществом метода конечных разностей перед спектральными 

методами, такими как метод расщепления Фурье [4] или Вейвлет метод [18], 

является возможность точного моделирования верхнего прозрачного граничного 

условия [19]. 

Решение строится во всем интересующем пространстве. Значит, можно 

легко получить значения электромагнитного поля на узлах массива приёмников 

для любого профиля коэффициента преломления. Формально, мы построили 

нелинейный оператор 𝐺: 𝒩 → ℳ, отображающий множество возможных 

профилей коэффициента преломления (𝒩) во множество возможных значений 

на приёмниках (ℳ). 

3. Определение коэффициента преломления тропосферы 

Требуется построить обратный оператор 𝐺−1: ℳ → 𝒩, который мы 

определим как 

𝐺−1𝑣 = arg min
𝑄∈𝐶, 𝑛∈𝒩

||𝑄𝐺𝑛 − 𝑣||
2

= arg min
𝑛∈𝒩

𝐽(𝑛, 𝒗), 

𝐽 =
‖𝐺𝑛‖2

|𝑣𝐻𝐺𝑛|2
+ 𝛾 ‖

𝑑𝑛

𝑑𝑧
‖

2

, 

где γ – параметр регуляризации [20]. Здесь использован метод Бартлетта [21], 

который позволяет считать 𝑄 неизвестной. Случай, когда доступна только 

амплитуда измерения, может быть рассмотрен аналогичным образом, используя 

несколько иную функцию потерь [22]. Решение указанной оптимизационной 

задачи ищется на пространстве кусочно-линейных функций, определенных на 

заранее выбранной конечной сетке. Далее считаем, что искомая функция 

определяется конечным числом вещественных параметров θ0 … θ𝑘, 

относительно которых и будет выполняться оптимизация. 
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3.1 Автоматическое дифференцирование для вычисления градиента 

Наиболее эффективные методы многомерной оптимизации основаны на 

вычислении градиента целевой функции 𝐽. В частности, в данной работе 

используется метод оптимизации L-BFGS-B [23]. В предыдущих работах, 

посвященных задаче инверсии в похожей постановке, для вычисления градиента 

целевой функции используется метод сопряженных уравнений [9, 11, 24]. 

Указанный метод вводит дополнительное сопряженное уравнение и 

интегральное выражение для вычисления градиента. Это ведет к 

дополнительным математическим выкладкам и необходимости численной 

реализации дополнительных уравнений и выражений, а также их тестирования. 

Это также может вызывать численные сложности, т.к. значение и градиент 

вычисляются разными методами с разной точностью. 

В данной работе предлагается вычислять градиент непосредственно для 

рассматриваемой выше численной схемы. Современные фреймворки для 

автоматического дифференцирования [17], такие как TensorFlow или JAX [25], 

позволяют вычислять градиент автоматически по программной реализации 

прямого метода. Как показано выше, пошаговые численные методы решения ПУ 

естественным образом представляются в виде графа вычислений, который затем 

дифференцируется. Получаемый таким методом градиент согласован с 

численной схемой, а многочисленные применения метода автоматического 

дифференцирования для обучения глубоких нейронных сетей позволяют быть 

уверенным в его точности и устойчивости. Аналогичный подход ранее уже 

показал хорошие результаты в задаче акустической томографии профиля 

скорости звука [26]. Автоматическое дифференцирование численных схем для 

решения обратных задач также рассматривалось в работах [27, 28]. 

Еще одним преимуществом представления численной схемы в виде графа 

вычислений является высокая производительность. Граф вычислений 

автоматически транслируется в низкоуровневый высокопроизводительный код, 

адаптируясь под конкретную вычислительную платформу [27]. Это позволяет 
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получать на языке Python производительность, сравнимую низкоуровневыми 

реализациями. 

Предложенный метод реализован [29] при помощи фреймворка для 

автоматического дифференцирования JAX на языке Python 3. Данный 

фреймворк является наиболее предпочтительным для реализации 

дифференцируемых численных схем, т.к. его программный интерфейс 

максимально близок к библиотекам NumPy и SciPy [30]. Это позволяет писать 

простой и поддерживаемый код. В принципе, тоже самое можно реализовать и 

на других фреймворках, таких как TensorFlow или PyTorch, однако их интерфейс 

больше подходит для представления нейронных сетей. 

Отметим, что предложенный метод автоматического дифференцирования 

полностью совместим и со спектральными методами численного решения ПУ. 

3.2 Реконструкция в реальном времени 

Ранее было неоднократно показано [9, 11], что градиентные методы 

оптимизации работают при условии, что начальное приближение находится 

близко от истинного профиля. На первый взгляд может показаться, что такие 

методы бесполезны – зачем нужен метод, который не ищет профиль, а лишь 

немного корректирует? В данной работе предлагается практическое применение 

такого метода. Дело в том, что коэффициент преломления изменяется с течением 

времени [13]. Значит, измеренный или вычисленный в момент времени 𝑡𝑗−1 

профиль будет отличным начальным приближением для следующей итерации 

инверсии в момент времени 𝑡𝑗. Таким образом, можно поддерживать актуальную 

информацию о профиле в реальном времени. Имея в виду, что построенный 

таким образом обратный оператор имеет дополнительную зависимость от 

начального приближения, итеративный процесс инверсии в реальном времени 

записывается как 

�̃�𝑖 = 𝐺−1(�̃�𝑖−1, 𝑣𝑖). 

Отметим, что минимизация также может осуществляться стохастическими 

методами глобальной оптимизации [10, 31], такими как метод имитации отжига 
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или генетические алгоритмы. К сожалению, без априорной информации они 

сходятся чрезвычайно медленно – порядка нескольких часов или дней, и данные 

к моменту их сходимости уже теряют актуальность. 

4. Анализ результатов численного моделирования 

Как и в работах [9, 11], в данном исследовании используются 

синтетические данные измерений, полученные методом ПУ. К синтетическим 

измерениям добавляется случайный шум, и затем они передаются алгоритму 

инверсии 

�̃�𝑖 = 𝐺−1(�̃�𝑖−1, 𝐺(𝑛𝑖) + 𝑛𝑜𝑖𝑠𝑒), 

где 𝑛𝑖 и �̃�𝑖 – соответственно исходные и реконструированные профили 

коэффициента преломления. 

В всех примерах используется массив из 11 вертикально расположенных 

точечных приёмников, равномерно расположенных на высотах от 2 до 100 м. 

Излучатель горизонтальной поляризации с шириной диаграммы направленности 

3∘ расположен на высоте 10 м. Вертикальный профиль далее изображается в виде 

M-профиля [4], определяемого как 

𝑀(𝑧) = (𝑚(𝑧) − 1)106. 

Во всех примерах была использована аппроксимация Паде порядка [7/8]. 

Искомый профиль ищется в виде кусочно-линейной функции, определенной на 

равномерной сетке размера 20. 

Метод реализован в рамках разрабатываемой автором библиотеки с 

открытым исходным кодом PyWaveProp [29]. 

На рис. 3 изображена симулируемая динамика изменения профиля с 

течением времени. Поверхностный волновод переходит в приповерхностный, а 

затем исчезает. Рис. 3 также демонстрирует результат инверсии. Для удобства, 

сравнение истинного и инвертированного профилей для отдельных временных 

шагов также изображено на рис. 4. Хорошо видно, реконструированный профиль 

весьма точно повторяет исходный на всем временном отрезке. 
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Рис. 3. Сравнение истинных и инвертированных профилей, 

f = 3 ГГц, R = 5 км, SNR = 30 дБ. 

 

Рис. 4. Сравнение исходных и реконструированных профилей, 

f = 3 ГГц, R = 5 км, SNR = 30 дБ. 

На рис. 5 показано сравнение двумерных распределений поля, 

рассчитанных по исходному и реконструированному профилям. Видно, что они 

едва отличимы. Качественно картина не изменилась, количественно изменилась 

лишь несущественно. А значит, достигнутая точность вполне достаточна для 

задач радиофизики. Также следует заметить, что если располагать массив 

приёмников на слишком большом отдалении от источника (более 15 км), то 

может сложиться ситуация, когда он окажется в зоне радиотени и не будет 

принимать сигнал от источника. Соответственно, инверсия станет невозможной. 
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Оценим далее относительную ошибку между исходным (𝑀𝑖
𝑡𝑟𝑢𝑒) и 

инвертированным (𝑀𝑖
𝑖𝑛𝑣) профилями 

𝑒𝑟𝑟𝑖 =
‖𝑀𝑖

𝑡𝑟𝑢𝑒 − 𝑀𝑖
𝑖𝑛𝑣‖

‖𝑀𝑖
𝑡𝑟𝑢𝑒‖

. 

Из рис. 6 видно, что относительная ошибка незначительно растет с 

уменьшением величины отношения сигнал-шум (SNR). Вместе с тем, во всех 

случая ошибка остается ограниченной с течением времени. Таким образом, 

точность алгоритма не имеет тенденции к ухудшению с течением времени. 

 

Рис. 5. Двумерные распределения электромагнитного поля (20 log(|ψ|)), 

рассчитанные для исходных и реконструированных профилей. 

 

Рис. 6. Зависимость ошибки инверсии от шага по времени (𝑡) для различных 

значений SNR. 
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Наконец, оценим производительность предложенного метода. В таблице 1 

приведены параметры численной схемы и сходимости в зависимости от частоты. 

Средние значения взяты по инверсиям всех 40 рассматриваемых профилей 

коэффициента преломления. Метод L-BFGS-B состоит из последовательных 

вычислений прямой задачи (методом ПУ) и градиента. Видно, что время 

вычисления градиента примерно в два раза превышает вычисление прямой 

задачи, что аналогично методу сопряженных уравнений [1]. Хотя метод 

автоматического дифференцирования требует хранения всей численной схемы 

для вычисления градиента, затрачиваемый объем памяти незначителен. Время 

инверсии практически не зависит от профиля и варьируется лишь в небольших 

пределах от среднего значения. Во всех случаях ошибка остается приемлемой, 

при этом точность, как и время инверсии, увеличивается с ростом частоты. 

Оптимальный размер расчетной сетки выбирался, используя алгоритмы из работ 

[32, 33]. 

Таблица 1. Параметры численной схемы и инверсии. 

Частота, ГГц 0.5 1 3 5 

Δ𝑥, м 50 50 50 50 

Δz, м 1 1 0.25 0.15 

Время решения ПУ, с 0.015 0.015 0.06 0.09 

Время вычисления градиента, с 0.03 0.03 0.12 0.17 

Среднее число итераций L-BFGS-B 16 33 45 46 

Требуемая память, Мб 3.05 3.05 12.2 20.34 

Среднее время реконструкции профиля, с 0.72 1.5 8.1 12.4 

Относительная ошибка 2.9E-3 2.5E-3 1.3E-3 1.2E-3 
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Заключение 

Производительность предложенного подхода не уступает методу 

сопряженных уравнений. Можно легко брать производную по любому 

параметру численной схемы. Например, аналогичным образом можно 

произвести инверсию параметров грунта, найти оптимальные параметры 

излучающей антенны и т.д. При этом не требуются дополнительные 

математические выкладки и численные схемы. Метод позволяет искать 

неизвестную функцию в любом виде: как кусочно-линейную функцию на любой 

сетке, в виде разложения по некоторому базису или в виде нейронной сети. Это 

открывает простор для дальнейших исследований. Отметим, что метод 

использует современные инструменты машинного обучения, и при этом остается 

интерпретируемым. 

Невозможно уместить все многообразие эффектов распространения в 

одной статье, но предложенный метод и его программная реализация [29] 

помогут в проектировании реальных стендов.  

Актуальным направлением дальнейших исследований является решение 

обратной задачи без необходимости в начальном приближении. Также следует 

изучить другие способы представления искомого профиля и проанализировать 

алгоритмы регуляризации. 

Финансирование: Исследование выполнено за счет гранта РНФ № 23-71-01069. 
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