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Аннотация. Рассмотрено влияние магнитоупругого взаимодействия на прецес-

сию положения равновесия намагниченности в нормально намагниченной 

двухслойной ферритовой структуре. Получены связанные уравнения движения 

для намагниченности и упругого смещения в обоих слоях, а также граничные 

условия на поверхности структуры и между слоями. На основе рассмотрения 

ориентационного перехода по намагниченности в магнитоупругой среде полу-

чены зависимости поля фазового перехода второго рода, соответствующего 

установлению вектора намагниченности вдоль направления постоянного поля. 

Определена добавка к полю перехода, обусловленная магнитоупругим взаимо-

действием в каждом слое. Выявлен ее квадратичный характер относительно ве-

личины константы магнитоупругого взаимодействия. Решена система уравне-

ний для намагниченности и упругого смещения в интервале полей, перекрыва-

ющем поля ориентационных переходов в обоих слоях. Отмечена возможность и 

продемонстрировано возбуждение прецессии положения равновесия намагни-

ченности (прецессии второго порядка) в обоих слоях, построены параметриче-

ские портреты для компонент упругого смещения в том и другом слое. На ос-

нове анализа параметрических портретов для компонент намагниченности от-

мечены три возможных интервала значений постоянного поля: ниже полей пе-

реходов в обоих слоях, между полями перехода в тех же слоях и выше полей 

перехода в обоих слоях. Выявлен мультирежимный характер возбуждаемых 
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при этом упругих колебаний. По характеру разверток по времени и параметри-

ческих портретов отмечены пять различающихся друг от друга режимов упру-

гих колебаний: режим №1 – правильные развернутые биения; режим №2 – пе-

ремежающиеся биения; режим №3 – правильная навязанная синусоида; режим 

№4 – затухающая навязанная синусоида; режим №5 – простая собственная си-

нусоида. На плоскости «константа магнитоупругости – приложенное поле» рас-

смотрены области существования различных режимов. Установлено, что по ме-

ре увеличения поля, области существования режимов сменяют друг друга в по-

рядке, определяемом приведенной выше нумерацией. Исследована трансфор-

мация биений, соответствующих режимам №1 и №2, имеющая место при изме-

нении величины константы магнитоупругого взаимодействия при неизменной 

величине постоянного поля. Показано, что при малом значении константы ко-

лебания упругого смещения полностью определяются колебаниями намагни-

ченности, обусловленными действующим переменным полем. По мере увели-

чения константы упругие колебания приобретают характер сначала правиль-

ных, а затем перемежающихся биений, после чего колебания опять становятся 

синусоидальными. Рассмотрены количественные параметры биений. Показано, 

что по мере увеличения константы магнитоупругого взаимодействия период 

биений уменьшается, максимальное и минимальное значения амплитуды упру-

гого смещения, увеличиваются, а период возбуждаемых упругих колебаний 

уменьшается. Для всех упомянутых зависимостей предложены численные эм-

пирические формулы линейного и квадратичного характера, отражающие 

наблюдаемые результаты с точностью не хуже 10%. Рассмотрен вопрос о роли 

навязывания колебаний одного слоя другому. Отмечена недостаточность про-

деланного рассмотрения, состоящая в неполной симметрии линейной состав-

ляющей упругого смещения. Рассмотрен возможный вариант решения задачи 

для линейной составляющей смещения, учитывающий симметрию слоев отно-

сительно друг друга. Этот вариант предложен в качестве задачи для нового ис-

следования.    
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ствие, ориентационный переход.  

Abstract. It is investigated the influence of magnetoelastic interaction on magnetiza-

tion equilibrium position in normal magnetized double-slides ferrite structure. It is 

found the connected motion equations for magnetization and elastic displacement in 

both slides and also boundaries conditions on the surface of structure and between the 

slides. On the basis of investigation of orientational transition by magnetization in 

magnetoelastic medium it is found the dependencies of second kind phase transition 

which is the establishment of magnetization vector along the constant magnetic field 

direction. It is found the addition to transition field which is connected with magneto-

elastic interaction in both slides. It is shown that this addition has quadratic character 

relatively to value of magnetoelastic constant interaction. It is solved the equilibrium 

system for magnetization and elastic displacement in the field interval which recovers 

the field of orientation transitions in both cases. It is established the possibility and it 

is shown the excitation of equilibrium position of magnetization (the second order of 

precession) in both slides. It is constructed the parametric portraits for elastic dis-

placement components in both slides. On the basis of parametric portraits analysis for 

magnetization components it is found three possible intervals of constant magnetic 

field value: lower of transition fields in both slides, between the transition fields in 

these slides and above the transition fields in both slides. It is found the multiregime 

character of excited elastic vibrations. Over the time-development and parametric 

portraits it is found the five different regimes: regime №1 – regular developed beat-

ings; regime №2 – alternated beatings; regime №3 – regular forced sinus-line; regime 

№4 – faded forces sinus-line; regime №5 – simple own sinus-line. On the flatness 

“magnetoelastic constant – established field” it is investigated the regions of exist-

ence of different regimes. It is found that when field is increased the existence re-

gions change each other on the succession which is determined by above mentioned 

numbering. It is investigated the conversion of beatings corresponding to regime №1 

and №2 which take place when the magnetoelastic constant is varied but applies field 

is constant. It is shown that by small value of magnetoelastic constant the elastic vi-
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brations are determined by magnetization vibrations which are determined by applied 

alternating field. It is shown that by the increasing of constant the elastic vibrations 

acquire the character of beatings at first regular and other alternating after this the vi-

brations become as sinus-line. It is investigated the quantity parameters of beatings. It 

is shown that by the constant increasing the period of beatings is decreased, maxi-

mum and minimum values of elastic vibrations amplitude increase and the period of 

excited elastic vibrations is decreased. For all above mentioned dependencies it is 

proposed the empirical formulas linear or quadratic character which determined the 

observed results in precision about 10%. It is investigated the question about the role 

of imposition of ones slide vibrations to other slide. It is established the insufficient 

of described investigation owing to incomplete symmetry linear component elastic 

displacement. It is described the possible variant of task for linear component dis-

placement which takes into consideration symmetry of both slides. This variant is 

proposed as the task for new investigation.  

Key words: precession of magnetization, magnetoelastic interaction, orientation  

transition.  

 

Введение 

Нелинейные СВЧ колебания намагниченности в магнитных диэлектриках 

привлекают внимание исследователей [1]. Стремление преодолеть низкий уро-

вень ограничения амплитуды таких колебаний, накладываемый параметриче-

ским возбуждением обменных волн [2], требует выбора геометрии нормально 

намагниченной пластины, где углы прецессии могут достигать десятков граду-

сов [3-6]. Некоторые виды такой прецессии описаны в обзоре [7], где постоян-

ное поле превышает размагничивание формы, так что равновесный вектор 

намагниченности ориентирован по нормали к плоскости пластины. В поле, 

меньшем поля размагничивания, имеет место ориентационный переход, то есть 

равновесный вектор намагниченности отклонен от такой нормали [8]. В этом 

случае под воздействием переменного поля положение равновесия намагни-

ченности может прецессировать, то есть возникает вынужденная прецессия 
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второго порядка [9]. При этом вектор намагниченности участвует одновремен-

но в двух движениях прецессионного характера: в первом – вокруг положения 

равновесия, и во втором – вокруг направления поля. Более подробно прецессия 

положения равновесия рассматривается в работах [10-14], в том числе в моно-

графии [15], а также в монографии [16, главы 9, 10].  

В общем случае положение равновесия определяется балансом двух по-

лей – поля анизотропии формы пластины (поля размагничивания) и приложен-

ным извне постоянного магнитного поля, ориентированного перпендикулярно 

плоскости пластины. В отсутствие внешнего поля вектор намагниченности 

ориентирован в плоскости пластины, а по мере увеличения поля поворачивает-

ся к его направлению, то есть к нормали к плоскости пластины, так что проис-

ходит ориентационный переход. В поле, равном полю размагничивания, вектор 

намагниченности выстраивается точно вдоль направления внешнего поля, то 

есть по нормали к плоскости пластины, ориентационный переход заканчивает-

ся, что в общем случае представляет собой фазовый переход второго рода 

[8,16].  

Во всех цитированных работах рассматривается прецессия положения 

равновесия в чисто магнитной среде, однако в работе [17] показано, что суще-

ственное влияние на ориентацию положения равновесия может оказать магни-

тоупругое взаимодействие. При этом поле окончания ориентационного перехо-

да (далее – просто «поле перехода») увеличивается тем сильнее, чем магнито-

упругое взаимодействии больше. Так в той же работе показано, что добавка к 

полю перехода пропорциональна квадрату константы магнитоупругого взаимо-

действия и обратно пропорциональна намагниченности насыщения и константе 

упругости материала пластины. В железоиттриевом гранате (ЖИГ) такая до-

бавка составляет единицы эрстед, а в тербиевом феррите- гранате (ТбФГ) мо-

жет достигать 50 Э и более.   

Некоторые свойства прецессии положения равновесия в нормально 

намагниченной ферритовой пластине, обладающей магнитоупругими свой-

ствами, рассмотрены в работах [18-20]. Получена система уравнений для рав-



ЖУРНАЛ РАДИОЭЛЕКТРОНИКИ, ISSN 1684-1719, N11, 2018 

6 

новесного положения вектора намагниченности относительно компонент 

намагниченности и упругого смещения, решенная методом Кардано. Приведе-

ны уравнения движения и граничные условия для компонент намагниченности 

и упругого смещения для  прецессии вектора намагниченности. Численное ре-

шение полученной системы методом Рунге-Кутта позволило получить разверт-

ки колебаний намагниченности во времени и соответствующие прецессионные 

портреты. Наиболее подробно рассмотрены два режима прецессии – без охвата 

центра и с охватом центра. Выявлена роль магнитоупругости в геометрических 

свойствах параметрических портретов на основе модели потенциала. Для ин-

терпретации зависимости периода прецессии от величины константы магнито-

упругого взаимодействия предложены две модели – эффективных полей и 

квадратичной магнитоупругой связи.  

В перечисленных работах параметры прецессии положения равновесия 

рассматриваются, в основном, с позиций зависимости от величины магнито-

упругого взаимодействия. При этом приложенное постоянное поле предполага-

ется всегда заведомо меньшим поля размагничивания, которое соответствует 

полю окончания ориентационного перехода (полю перехода) в отсутствие маг-

нитоупругого взаимодействия.   

В работе [21] рассмотрена прецессия положения равновесия в условиях 

ориентационного перехода в случаях отсутствия и наличия магнитоупругого 

взаимодействия в полном интервале изменения поля, вплоть до значения поля 

перехода с учетом магнитоупругости, а также выше этого значения. Показано, 

что необходимым условием возбуждения прецессии равновесия является вели-

чина постоянного поля, меньшая значения поля окончания перехода. Период 

такой прецессии значительно меньше периода возбуждающего переменного 

поля. Выявлены три характерные области допустимого изменения поля: первая, 

когда поле меньше значения, соответствующего окончанию перехода в отсут-

ствие магнитоупругости, вторая, когда поле превышает поле перехода в отсут-

ствие поля перехода без магнитоупругости, но остается меньшим поля перехо-

да в присутствии магнитоупругости, третья, когда поле превышает поле пере-
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хода при наличии магнитоупругого взаимодействия. Рассмотрены зависимости 

периода прецессии положения равновесия от постоянного поля в отсутствие 

магнитоупругой связи и при ее наличии. Показано, что в обоих случаях период 

прецессии равновесия при увеличении поля увеличивается тем быстрее, чем 

переход становится ближе. Вблизи перехода оба периода устремляются к бес-

конечности. Предложены две эмпирические формулы, описывающие получен-

ные зависимости на основе закона обратной пропорциональности с точностью 

до единиц процентов. Исследованы колебания намагниченности при поле, пре-

вышающем поле перехода, то есть в режиме простой круговой прецессии. 

Найдены резонансные поля для случаев отсутствия и наличия магнитоупругого 

взаимодействия. Показано, что полученные значения полей в обоих случаях со-

ответствуют наблюдаемым резонансным зависимостям с точностью до 1%.  

Все цитированные выше работы ориентированы на возбуждение гипер-

звуковых колебаний в однородной по структуре магнитной пластине, намагни-

ченной по нормали к ее плоскости. В то же время, в работах [22-24] показано, 

что эффективность возбуждения гиперзвука может быть значительно повышена 

в пластине, структурированной по ее толщине, в частности в двухслойной 

структуре, слои которой обладают различной намагниченностью. В этом свете 

представляется интересным рассмотрение прецессии положения равновесия 

именно в двухслойной структуре, чему и посвящена настоящая работа.  

 

1. Геометрия задачи и плотность энергии 

Общая геометрия задачи, совпадающая с использовавшейся в работах 

[22-24], показана на рис.1. Двухслойная структура состоит из двух сложенных 

вместе бесконечно протяженных пластин (пленок) из упругого магнитодиэлек-

трика. Толщина первого слоя равна p , второго равна d , полная толщина всей 

структуры: g2dp  . Начало координат выбрано на середине толщины 

структуры в целом, то есть ее верхняя поверхность соответствует координате 

g , нижняя –  координате g , а граница раздела между слоями – координате 
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pg  . Магнитные и магнитоупругие параметры слоев различны и обозна-

чаются далее индексами p  и d , а упругие – одинаковы и этих индексов не 

имеют.  

 

Рис.1. Общая геометрия задачи о двухслойной структуре. 

 

Положим плотность энергии структуры U  в поле  

H h h Hx y ; ; 0  

равной сумме плотностей магнитной, упругой и магнитоупругой энергий слоев 

и оставим только те константы, которые важны для дальнейшего рассмотрения:   

 2
pz

2
0ppz00ppyy0ppxx0p mM2mHMmhMmhMU   

       2
xpz

2
zpy

2
ypx44

2
px

2
pz

2
pz

2
py

2
py

2
px

p
1 uuuc2mmmmmmK  

    dUummummummB2 xpzpxpzzpypzpyypxpypx
p

2  , (1) 

где  dU  – аналогичные слагаемые с заменой индекса p  на индекс d ; 

0d,pd,pdp, MMm


  – векторы намагниченности, нормированные на намаг-

ниченности насыщения 0d,pM ;  kidp,u  –  компоненты тензора деформаций 

( z,y,xk,i  ), соответствующие упругим смещениям kid,pu ; 
 d,p
1K  – кон-



ЖУРНАЛ РАДИОЭЛЕКТРОНИКИ, ISSN 1684-1719, N11, 2018 

9 

станты кубической магнитной анизотропии; c44  – константы  упругости (оди-

наковые в обоих слоях); 
 d,p
2B  – константы магнитоупругого взаимодействия. 

Слои пронумерованы снизу: слой толщины p  – №1, слой толщины d  – №2.   

 

2. Основные уравнения и граничные условия 

Следуя работе [22], приведем краткую схему решения поставленной зада-

чи. Плотность энергии (1) позволяет записать полные уравнения движения для 

векторов намагниченности и упругих смещений для каждого из слоев, а также 

граничные условия, состоящие в отсутствии упругих напряжений на внешних 

поверхностях структуры в целом в совокупности с равенством напряжений и 

смещений на границе раздела слоев.   

Аналогично [22-24], будем полагать распределения намагниченностей 

dp,m  внутри слоев однородными. Уравнения движения для компонент намаг-

ниченности в слое p  имеют вид:  

  


 pezpzpxppy2
p

px
Hmmm

1t

m









 

            pex
2
pz

2
pyppeypxpyppz HmmHmmm   ;  (2) 

а уравнения для ypm  и pzm  получаются отсюда циклической перестановкой 

x , y , z . Здесь p  – константа затухания, а эффективные поля равны:  

paxxpex HhH  ;         (3) 

payypey HhH  ;         (4) 

pazpz0p0pez HmM4HH   ;      (5) 

где:  

 

   2
z

2
yx

0

p
1

xpa mmm
M

K2
H  
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 








































z

u

x

u
m

x

u

y

u
m

M

B pxpz
pz

pyxp
py

0p

p
2
















, (6) 

а payH  и pazH  получаются циклической перестановкой x , y , z . 

Уравнения движения для компонент намагниченности в слое d  получаются из 

(2)-(6) заменой индекса p  на d . 

Относительно упругих смещений, аналогично [20], примем следующие 

предположения:  

упругие смещения, перпендикулярные плоскости структуры, отсутству-

ют, то есть 0u dzp,  ;  

упругие смещения в плоскости структуры dx,pu  и  dy,pu  являются од-

нородными, то есть  0y,xu ydx,p,  .  

Уравнение движения для x - компоненты упругого смещения в слое p  

имеет вид:  

2

px
2

44px

2

px
2

z

uc

t

u
2

t

u













 ;     (7) 

где   – параметр затухания,   – плотность материала, для обоих  слоев одина-

ковая. Это уравнение – волнового типа, которое при задании граничных усло-

вий по координате z  позволяет свести координатную зависимость к совокуп-

ности собственных функций однородной задачи, в результате чего главной за-

дачей останется получение развития колебательного процесса во времени, что и 

будет реализовано далее.  

Уравнение движения для y - компоненты упругого смещения в том же 

слое p  получается из (7) путем замены индекса x  на y , а уравнение движения 

для z - компоненты в силу принятых предположений отсутствует.  

Уравнения движения для тех же компонент упругих смещений в слое d  

аналогичны (7) с заменой индекса p  на d .  
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Граничные условия для намагниченности в силу ее однородности не 

нужны, а граничные условия для x - компонент смещений в слоях p  и d  име-

ют вид:  

на нижней поверхности структуры, при gz  : 

 
0mmB

z

u
c

gz

pzpx
p

2
px

44 






;      (8)     

на границе между слоями, при pgz  : 

 






 pgz

pzpx
p

2
px

44 mmB
z

u
c  

                                 
 

pgz

dzdx
d

2
dx

44 mmB
z

u
c







 ;   (9)   

pgzdxpgzxp uu


 ;       (10) 

на верхней поверхности структуры, при gz  : 

 
0mmB

z

u
c

gz

dzdx
d

2
dx

44 






.      (11)     

Граничные условия для y - компонент смещений в тех же слоях имеют вид, 

аналогичный (8)-(11) с заменой индекса x  на y . 

 

3. Полная формулировка задачи для упругости 

Задача для x - компонент упругого смещения в обоих слоях имеет вид 

(индекс x  опускаем):  

уравнения: 

0
z

uc

t

u
2

t

u

2

p
2

44p

2

p
2














;     (12) 
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0
z

uc

t

u
2

t

u

2

d
2

44d

2

d
2














;     (13) 

граничные условия:  

 

0mm
c

B

z

u

pzpx

44

p
2

gz

p








.      (14)     

   

dzdx

44

d
2

pgz

d
pzpx

44

p
2

pgz

p
mm

c

B

z

u
mm

c

B

z

u













; (15) 

pgzdpgzp uu


 ;        (16) 

 

0mm
c

B

z

u
dzdx

44

d
2

gz

d








.       (17)     

Это – задача для функций pu  и  du  двух переменных t  и z , для которых име-

ются уравнения второго порядка, содержащие производные по обеим перемен-

ным, но не содержащие самих функций (то есть однородные), в совокупности с 

граничными условиями для тех же функций и их первых производных по одной 

из переменных – z , содержащими в качестве параметров функции от другой 

переменной – t  (то есть неоднородными). Для решения такой задачи, анало-

гично случаю одного слоя [25], следуя [22], воспользуемся разделением зави-

симости полного решения от координаты z  на две части – линейную и нели-

нейную.  

 

4. Разделение задачи для упругости на сумму двух задач 

Следуя [22], положим:  

     t,zvt,zUt,zu ppp  ;       (18) 

     t,zvt,zUt,zu ddd  ,       (19) 
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где pU  и  dU  будем полагать линейными функциями координаты z  при нену-

левых граничных условиях, а pv  и dv  – нелинейными функциями той же коор-

динаты при нулевых граничных условиях. 

Подставляя (18)-(19) в (12)-(17), разделяем единую задачу (12)-(17)  на 

две отдельные задачи.  

ЗАДАЧА № 1 – для  t,zU p  и  t,zUd ;     (20)  

ЗАДАЧА № 2 – для  t,zvp  и  t,zvd .      (21) 

Подробная формулировка и решение этих задач содержится в работе [22]. Здесь 

эти решения ввиду их значительной громоздкости, далее опускаем и переходим 

к полной формулировке задачи для численного решения.  

 

5. Полная формулировка задачи для численного решения 

В результате решения обеих задач, получаем полную систему уравнений 

для численного решения в виде [22]:   

уравнения для компонент намагниченности, аналогичные (2):  

  


 pezpzpxppy2
p

px
Hmmm

1t

m









 

            pex
2
pz

2
pyppeypxpyppz HmmHmmm   ;  (22) 

уравнения  для функций v : 

x0vp
x0vp

w
t

v





;         (23) 

xnvp
xnvp

w
t

v





;         (24) 

xnwp
xnwp

w
t

v





;         (25) 

уравнения для функций w  в слое p : 
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














t
2

t
Vw2

t

w
x

2

x
2

0vpx0vp
x0vp














;  (26) 









 xnvp

2
44

xnvp
xnvp

v
g

nc
w2

t

w 







 

                                  















t
2

t
V

x

2

x
2

nvp








;   (27) 

 








 
 xnwp

2
44

xnwp
xnwp

v
g2

1n2c
w2

t

w 







 

                       















t
2

t
V

x

2

x
2

nwp








;    (28) 

уравнения для функций w  в слое d : 

















t
2

t
Vw2

t

w
x

2

x
2

0vdx0vd
x0vd














 

              















t
2

t
W

x

2

x
2

0vd








;     (29) 









 xnvd

2
44

xnvd
xnvd

v
g

nc
w2

t

w 







 































t
2

t
W

t
2

t
V

x

2

x
2

nvd
x

2

x
2

nvd

















; (30) 

 








 
 xnwd

2
44

xnwd2

xnwd
v

g2

1n2c
w2

t

w 







 































t
2

t
W

t
2

t
V

x

2

x
2

nwd
x

2

x
2

nwd

















. (31) 



ЖУРНАЛ РАДИОЭЛЕКТРОНИКИ, ISSN 1684-1719, N11, 2018 

15 

В этих уравнениях функции v  и w  с индексами являются коэффициентами 

разложения в ряд Фурье функций pv  и dv  задачи №2 по собственным функци-

ям решения граничной задачи для упругого смещения в обоих слоях с учетом 

упругой связи между ними. 

Получаемые в результате решения системы уравнений (22)-(31) состав-

ляющие функций смещений позволяют найти полные функции смещений в 

обоих слоях с помощью выражений (18)-(19). К рассмотрению численного ре-

шения приведенной системы перейдем далее.  

 

6. Поле ориентационного перехода в магнитоупругой среде 

Если постоянное поле 0H , направленное по нормали к плоскости маг-

нитной пластины, меньше поля анизотропии формы (то есть поля размагничи-

вания), которое равно 0M4 , то вектор намагниченности находится в услови-

ях ориентационного перехода [8,16], то есть в равновесном состоянии отклонен 

от нормали к плоскости пластины.  

Поскольку вектор намагниченности каждого из слоев не создает поля в 

другом слое, можно считать, что ориентационные переходы в обоих слоях про-

исходят одинаковым образом, то есть достаточно рассмотреть такой переход в 

обобщенном виде.  

Следуя геометрии рис.1, предположим, что благодаря симметрии вектор 

намагниченности всегда находится в плоскости Oxz , то есть my  0 . Поло-

жим, что пластина деформируется только в той же плоскости Oxz : отличны от 

нуля только ux  и uz , то есть u uxy yz  0 . Будем считать также, что внешнее 

переменное поле отсутствует: h hx y  0 .  

При этом плотность энергии (1) принимает вид:  

U M H m M m c u B m m uz z z x z x z x    0 0 0
2 2

44
2

22 2 2 .  (32) 

В силу нормировки:   
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m mx z 1 2
.          (33) 

Подставляя (33) в (32), получаем:  

zx
2
zz2

2
zx44

2
z

2
0z00 um1mB2uc2mM2mHMU   .  (34) 

В этом выражении имеются две переменных: mz  и ux z , поэтому для нахожде-

ния равновесного состояния надо приравнять к нулю его первые производные 

по обеим этим переменным. В результате получаем систему для определения 

mz  и ux z , которая посте исключения ux z  сводится к уравнению третьей сте-

пени относительно mz . В работе [17] показано, что такое уравнение может 

быть решено методом Кардано [26,27], в результате чего решение для mz  имеет 

вид:  

     AAmz ,         (35) 

где:  

 
 

31

me
c

0
B

H

H

4

1
A
















,       (36) 

где:  

        23me
c

213me
c0

2
0

me
c H3HM42HH27B







   . (37) 

Компонента намагниченности xm  определяется по формуле (33).  

Решение этого уравнения дает зависимость mz  от нуля до поля перехода. 

В начале перехода при H0 0  намагниченность ориентирована в плоскости 

пластины и mz  0 . При этом mx  1 . Окончание перехода соответствует 

mz  1, то есть mx  0 . Поле перехода имеет вид:   

440

2
2

0ce
cM

B
M4H   .        (38) 
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Из этой формулы видно, что увеличение B2 , уменьшение M0  или c44  приво-

дят к увеличению поля перехода.  

Вводя обозначение:  

440

2
2

c
cM

B
H  ,          (39) 

получаем:  

c0ce HM4H   .         (40) 

В отсутствие магнитоупругой связи поле перехода равно полю анизотропии 

формы пластины:  

0cm M4H  .          (41) 

Более подробно общая идеология ориентационного перехода рассмотрена 

в работе [16, глава 5], математический аппарат решения Кардано – в [26,27] а 

также в [16, глава 2], применение решения Кардано к рассматриваемому слу-

чаю, в том числе допустимые условия его применимости, в том числе краткий 

анализ формул (35)-(37), рассмотрены в работе [17].  

 

7. Основные параметры слоев 

Приведем используемые в дальнейшем рассмотрении основные парамет-

ры слоев.  

Слой №1 (нижний по рис.1). Толщина: p , равная 0,20 мкм. Намагниченность: 

 p
0M4  = 260 Гс, 

 p
0M  = 20,7 Гс. Константа магнитоупругого взаимодей-

ствия: 
 p
2B  = 6109,13   эрг см

-3
. Константа упругости: 11

44 1064,7c   эрг 

см
-3

. Константу кубической магнитной анизотропии  в рамках настоящей рабо-

ты полагаем равной нулю: 
 

0K
p

1  . Параметры затухания: магнитного   = 

0,3, упругого   = 810  см
-1

. Добавка к полю перехода за счет магнитоупруго-
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сти:  p
cH = 12,2 Э. Поле перехода без магнитоупругости:  p

cmH  = 260 Э. Поле 

перехода с магнитоупругостью:  p
ceH  = 272,2 Э. 

Слой №2 (верхний по рис.1).  Толщина: d , равная 0,48 мкм.  Намагниченность: 

 d
0M4  = 280 Гс, 

 d
0M  = 22,3 Гс. Константа магнитоупругого взаимодей-

ствия (начальное значение): 
 d
2B  = 6109,13   эрг см

-3
. Константа упругости: 

11
44 1064,7c   эрг см

-3
. Константу кубической магнитной анизотропии  

также положим равной нулю: 
 

0K
d

1  . Параметры затухания: магнитного   

= 0,3, упругого   = 810  см
-1

. Добавка к полю перехода за счет магнитоупру-

гости:  d
cH = 11,3 Э. Поле перехода без магнитоупругости:  d

cmH  = 280 Э. 

Поле перехода с магнитоупругостью:  d
ceH  = 291,3 Э.  

Остальные параметры по мере необходимости будут указаны в тексте. 

 

8. Ориентационные переходы в слоях 

Поскольку намагниченности слоев различаются, то и ориентации векто-

ров намагниченности в процессе ориентационных переходов также будут раз-

личными. Обратимся к рис.2, где показаны зависимости касательных компо-

нент намагниченности yx,m  от постоянного нормального к плоскости пласти-

ны поля 0H  в двух слоях. Зависимости получены с помощью формул (35)-(37) 

В которых используются параметры, приведенные выше.  

Из рисунка можно видеть, что в отсутствие магнитоупругости (кривые 1, 

3) переходы в обоих слоях заканчиваются в полях 
 p
cmH  и  d

cmH , равных полю 

размагничивания и определяемых формулой (41). При наличии магнитоупруго-

го взаимодействия (кривые 2, 4) переходы в обоих слоях заканчиваются в полях 

 p
ceH  и  d

ceH , равных полю размагничивания и определяемых формулой (40), 
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то есть полю размагничивания в сумме с магнитоупругой добавкой 
 p
cH  или 

 d
cH  определяемой формулой (39).  

 

Рис.2. Зависимости касательных компонент намагниченности от постоянного 

поля в двух слоях.   

1 – слой №1, 2B  = 0;      2 – слой №1, S2 BB  ;  

3 – слой №2,  2B  = 0;      4 – слой №2, S2 BB  . 

Константа магнитоупругости: SB  = 6109,13   эрг см
-3

. 

Остальные параметры – те же, что приведены в предыдущем разделе. 

 

9. Прецессия равновесия при различных значениях поля 

Рассмотрим свойства прецессии намагниченности в полях, выше и ниже 

поля перехода для каждого слоя по отдельности.  

Положим константы магнитоупругого взаимодействия в обоих слоях 

одинаковыми и составляющими 
 dp,
2B  = 6109,13   эрг см

-3
. Остальные па-

раметры – те же, что приведены выше. Будем рассматривать только магнитные 

колебания, так как упругие при равенстве магнитоупругих констант полностью 

подобны магнитным.   

Обратимся к рис.3, где показаны прецессионные портреты при трех зна-

чениях поля. Поля переходов: в слое №1 – 272,2 Э, в слое №2 – 291,3 Э. При-
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ложенные поля: первое (255 Э – а, б) меньше полей перехода в обоих слоях, 

второе (275 Э – в, г) меньше поля перехода во втором слое, но больше, чем в 

первом, третье (295 Э – д, е) больше полей переходов в обоих слоях.     

 

Рис.3. Прецессионные портреты в слоях при различных значениях поля:  а, б – 

0H  = 255 Э;  в, г – 0H  = 275 Э; д, е – 0H  = 295 Э. 

Левый столбец (а, в, д) – слой №1. Правый столбец (б, г, е) – слой №2. 
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Из рисунка можно видеть, что в первом случае (а,б) имеет место хорошо 

развитая прецессия положения равновесия в обоих слоях, что обусловлено ма-

лостью приложенного поля относительно полей переходов обоих слоев. В обо-

их случаях имеет место режим без охвата центра.  

Во втором случае (в,г) прецессия положения равновесия имеет место 

только в слое №2, для которого приложенное поле меньше поля перехода, ре-

жим – также без охвата центра. В слое №1 наблюдается простая круговая пре-

цессия, так как приложенное поле превышает поле перехода в этом слое. 

В третьем случае (д,е) прецессия положения равновесия отсутствует, в 

обоих слоях наблюдается простая круговая прецессия, так как приложенное по-

ле превышает поля переходов в обоих слоях.  

 

10. Период прецессии положения равновесия при изменении поля 

Рассмотрим теперь, как ведет себя период прецессии положения равнове-

сия в отдельных слоях при изменении постоянного поля.  

Обратимся к рис.4, где приведены такие зависимости в отсутствие магни-

тоупругой связи и при ее наличии в отдельных слоях. Константы магнитоупру-

гого взаимодействия в обоих слоях между собой положены равными 

  6d,p
2 1092,13B  эрг см

-3
. Стрелками на горизонтальной оси отмечены кри-

тические поля соответствующих переходов: 
 p
cmH  = 260,0 Э;  

 p
ceH  = 272,2 Э; 

 d
cmH  = 280,0 Э;  d

ceH  = 291,3 Э.  

При построении кривых 1-4 использовалась эмпирическая формула об-

ратной пропорциональности (поле – в эрстедах, период – в секундах):  

















  D

HH

2
103T

0c

6
p ,       (42) 

где под cH  понимается значении поля перехода, отмеченное на горизонталь-

ной оси рис.4, а значения параметра D , подобраны из условия совпадения кри-
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вой с точкой pT  при поле 0H = 250 Э и равны соответственно: 1 –  D  = 0,050;  

2 –  D  = 0,025;  3 –  D  = 0,030;  4 –  D  = 0,025. 

При построении кривых 1
/
-4

/
 использовалась формула обратной квадра-

тично-корневой зависимости, полученная на основе векторной модели 

[9,15,16]:  

G

H

H
1h

1045,1
T

2

c

02

6

p 





















,       (43) 

где значение cH  – то же, что в предыдущем случае, а параметр G  для кривой 

1
/
 равен нулю, а для кривых 2

/
-4

/
 составляет около 6101,0   с и также подо-

бран из условия прохождения кривой через точку, соответствующую 0H  = 250 

Э.  

 

Рис.4. Зависимость периода прецессии положения равновесия от постоянного 

поля. Точки – результаты машинного эксперимента. 

Сплошные линии 1, 2, 3, 4 – кривые, построенные по формуле (42),  пунктир-

ные линии 1
/
, 2

/
, 3

/
, 4

/
 – кривые, построенные по формуле (43). 

1, 1
/
, 3, 3

/
 – колебания без магнитоупругости. 

2, 2
/
, 4, 4

/
 – колебания при наличии магнитоупругости. 
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Из рисунка видно, что во всех случаях период прецессии равновесия при 

увеличении поля увеличивается. При этом рост периода вдали от поля перехода 

довольно плавный, а по мере приближения к полю перехода резко увеличивает-

ся тем быстрее, чем переход ближе. Вблизи перехода оба периода устремляют-

ся к бесконечности.  

Можно видеть, что экспериментальные зависимости довольно хорошо 

приближаются эмпирическими формулами обратной пропорциональности 

(сплошные линии), а кривые, построенные в соответствии с векторной моделью 

(пунктирные линии), вблизи поля перехода дают несколько завышенные (на 3-7 

Э) значения поля. Это обстоятельство отмечалось ранее для одного слоя в рабо-

те [21] и обусловлено недостаточной точностью векторной модели в непосред-

ственной близости к полю перехода.  

 

11. Мультирежимный характер упругих колебаний 

При изменении параметров слоев характер возбуждаемой прецессии 

намагниченности изменяется. Соответственно меняется характер возбуждае-

мых упругих колебаний.  

Рассмотрим в качестве достаточно характерного примера вариацию ре-

жимов упругих колебаний, возбуждаемых в слое d  (верхнем по рис.1) при из-

менении величины постоянного поля. Параллельно будем следить за изменени-

ем характера магнитных колебаний, как являющихся первопричиной возбужде-

ния упругих.  

Возьмем следующие значения констант магнитоупругости в слоях:  

в слое p : 
 p
2B  = 61092,13   эрг см

-3
;  

в слое d :
   p

2
d

2 B2,0B   = 61078,2   эрг см
-3

.   

При принятых параметрах магнитоупругая добавка к полю перехода для слоя 

p  составляет 12,25 Э, так что поле перехода в этом слое равно 272,25 Э.     

Магнитоупругая добавка к полю перехода для слоя d  составляет 0,45 Э, так 

что поле перехода в этом слое равно 280,45 Э. Остальные параметры возьмем 
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совпадающими с приведенными в разделе №7, а постоянное поле будем менять 

от 200 до 300 Э.  

Замечание. В полях меньше 200 Э конус прецессия намагниченности по-

степенно разворачивается к плоскости, стремясь к плоскому диску. Некоторые 

моменты такого движения были рассмотрены в работах [28-34], однако прецес-

сия положения равновесия в этих работах не рассматривалась. Предварительная 

проверка показывает, что в этом случае положение равновесия продолжает 

прецессировать, однако характер его движения приобретает некоторые особен-

ности, в настоящее время даже для одного слоя подробно не рассмотренные, 

поэтому авторы оставляют интервал столь малых полей (в данном случае менее 

200 Э) в качестве задачи для отдельного исследования.  

Итак, обратимся к приведенным далее рис.5-рис.9, иллюстрирующим не-

которые наблюдаемые режимы прецессии. На приведенных рисунках везде 

рассматривается слой d  (то есть тот, в котором константа меняется). Все ри-

сунки построены по единой схеме. При этом буквенные обозначения частей ри-

сунков следующие: а, б – магнитные колебания; в, г – упругие колебания (коле-

бания упругого смещения), а также: а, в – развертки компонент намагниченно-

сти и смещения во времени; б, г – прецессионные (параметрические) портреты.   

Будем нумеровать режимы по мере возрастания постоянного поля, а так-

же дадим им условные названия, характеризующие развитие упругих колеба-

ний во времени.   

Режим №1 – правильные развернутые биения, рис.5.  

Постоянное поле меняется от 200 Э до 260 Э.   

Этот режим имеет место при поле, меньшем полей переходов в обоих 

слоях. При этом переменное магнитное поле возбуждает в обоих слоях прецес-

сию положения равновесия. В слое d магнитные колебания имеют вид низкоча-

стотной синусоиды, заполненной высокочастотными колебаниями с частотой 

возбуждения. По магнитным колебаниям этот режим аналогичен режиму №2 в 

работе [16, рис.9.12], а также в статье [10],  то есть прецессии положения рав-

новесия без охвата центра. Параметрический портрет имеет классический вид 
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большого кольца, заполненного по образующей малыми кольцами. Механизм 

образования такого портрета подробно рассмотрен в монографии [16, главы 9, 

10] и цитированных там работах, поэтому останавливаться на нем не будем.   

 

 

Рис.5. Колебания компонент намагниченности (а) и упругого смещения (в), а 

также параметрические портреты (б, г) при величине постоянного поля 250 Э 

(режим №1). 

 

По упругим колебаниям этот режим имеет вид низкочастотной синусои-

ды, амплитуда которой меняется по синусоидальному закону частоты еще бо-

лее низкой, что соответствует биениям колебаний двух разных, но довольно 

близких частот. Первая из этих частот соответствует частоте колебаний намаг-

ниченности в этом слое, приведенных на рис.5а. Вторая частота соответствует 

частоте колебаний прецессии положения равновесия намагниченности в слое 

p . Частота этих колебаний отлична от частоты прецессии равновесия в слое d , 

так как намагниченности слоев p  и d  различны. Поскольку намагниченность в 

слое p  несколько меньше намагниченности в слое d , то поле в 250 Э находит-
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ся ближе к полю перехода в этом слое, так что частота прецессии равновесия в 

слое p  получается несколько выше, чем в слое d , как это можно проследить из 

рассмотрения соответствующих периодов на рис.4.   

Магнитные колебания прецессии равновесия в слое p  возбуждают в нем 

колебания упругого смещения с той же частотой. Эти упругие колебания, бу-

дучи возбужденными в слое p , передаются в рассматриваемый слой d  через 

механический контакт между слоями в соответствии с граничными условиями 

на поверхности соприкосновения [22,24]. Поэтому в слое d  присутствуют 

упругие колебания сразу двух частот: одна соответствует колебаниям намагни-

ченности в собственном слое, а другая – колебаниям намагниченности в другом 

слое.  

Первые колебания по амплитуде являются преобладающими, поэтому ос-

новная частота колебаний на рис.5в близка к таковой на рис.5а, а вторые коле-

бания, имея меньшую амплитуду, тем не менее, обеспечивают синусоидальное 

изменение амплитуды основных колебаний, давая в результате картину пра-

вильных синусоидальных биений (рис.5в).  

Параметрический портрет в этом случае (рис.5г) также имеет вид боль-

шого кольца, заполненного по образующей малыми кольцами, однако диаметр 

большого кольца периодически меняется (в соответствии с изменением ампли-

туды биений на рис.5в), так что в результате получается картина совокупности 

вложенных друг в друга больших колец, образующих сложную узорчатую 

структуру. Центр такой системы больших колец смещен относительно пересе-

чения нулевых линий упругого смещения, что соответствует постоянной де-

формации слоя d относительно слоя p (и обратно), обусловленной первичным 

равновесным напряжением контактирующих друг с другом упругих слоев из-за 

их различной намагниченности. То есть в статическом состоянии  имеет место 

равновесная спонтанная деформация структуры в целом, подобная описанной в 

работах [35-40], однако здесь еще и с учетом приложенного постоянного поля. 
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Режим №2 – перемежающиеся биения, рис.6.  

Постоянное поле меняется от 260 Э до 272 Э.   

 

 

Рис.6. Колебания компонент намагниченности (а) и упругого смещения (в), а 

также параметрические портреты (б, г) при величине постоянного поля 265 Э 

(режим №2). 

 

Этот режим, как и предыдущий, имеет место также при поле, меньшем 

полей переходов в обоих слоях. Отличие от режима №1 состоит в близости ве-

личины постоянного поля к полю перехода в слое p  (272,25 Э). При этом пе-

риод колебаний намагниченности в слое p  резко возрастает (рис.4), так что ча-

стота этих колебании становится значительно ниже частоты магнитных колеба-

ний в слое d , где до поля перехода (280,48 Э) остается еще значительное рас-

стояние. При этом, как и ранее, в слое d  возбуждаются упругие колебания двух 

частот, однако теперь из-за их значительного различия биения перестают быть 

регулярными и приобретают характер, близкий к случайному. Однако настоя-

щие хаотические колебания здесь отнюдь не реализуются, так как, несмотря на 
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перемежающуюся амплитуду упругих колебаний на рис.6в, их конфигурация на 

достаточном расстоянии по времени полностью повторяется. Проверка показы-

вает, что для колебаний на рис.6в такой интервал периодичности составляет 

около 5104  с (то есть примерно в десять раз далее правого края рисунка).   

Параметрический портрет (рис.6г) также сохраняет вид большого кольца, 

заполненного по образующей малыми кольцами, однако здесь диаметр большо-

го кольца меняется значительно быстрее, чем в предыдущем случае, так как 

амплитуда упругих колебаний (рис.6в) также меняется более резко почти хао-

тическим образом. Поэтому картина вложения больших колец друг в друга 

имеет здесь более сложный характер, в том числе с неоднократными взаимны-

ми пересечениями. Центр системы больших колец также смещен относительно 

пересечения нулевых линий упругого смещения по той же причине, что и ра-

нее, однако здесь величина смещения несколько возрастает по причине боль-

шего значения постоянного поля (то есть в большем поле структура деформи-

руется сильнее).  

Режим №3 – правильная навязанная синусоида, рис.7.  

Постоянное поле меняется от 272 Э до 277 Э.   

Этот режим, в отличие от обоих предыдущих, имеет место при поле, 

меньшем полей перехода в слое d , но большем поля перехода в слое p . При 

этом прецессия положения равновесия намагниченности в слое d  имеет место, 

но в слое p  отсутствует.  

Колебания намагниченности в слое d  (рис.7а), как и в предыдущих слу-

чаях, имеют вид правильной синусоиды, однако период ее здесь значительно 

больше, чем там, что обусловлено большей близостью значения постоянного 

поля (274 Э) к полю перехода в этом слое (280,45 Э). Увеличение периода так-

же отражено видом кривой 3 на рис.4.    

В слое p  прецессия равновесия отсутствует, поэтому упругие колебания 

за ее счет не возбуждаются, так что в слой d  соответствующие упругие коле-

бания через контакт слоев не передаются. Поэтому упругие колебания в слое d  
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возбуждаются только за счет магнитных колебаний в этом же слое, то есть в 

этом случае имеет место возбуждение только на одной частоте. Эта частота со-

ответствует частоте магнитных колебаний в слое d , поэтому возбуждаемые 

упругие колебания (рис.7в) здесь имеют вид такой же правильной синусоиды, 

как и магнитные на рис.7а. Из сравнения рис.7а и рис.7в можно видеть, что 

упругие колебания имеют ту же частоту, что и магнитные и происходят с ними 

в противофазе. Относительно общего характера упругих колебаний можно ска-

зать, что здесь магнитная система как бы «навязывает» свой режим колебаний 

упругой системе, что и отражено в названии данного режима.   

 

 

Рис.7. Колебания компонент намагниченности (а) и упругого смещения (в), а 

также параметрические портреты (б, г) при величине постоянного поля 274 Э 

(режим №3). 

 

Параметрические портреты (рис.7б и рис.7г) также подобны друг другу, 

образуют большое кольцо, заполненное по образующей малыми кольцами, то 

есть соответствуют упомянутому выше режиму без охвата центра. Центр боль-
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шого кольца упругих колебаний (рис.7г) также смещен относительно пересече-

ния нулевых линий, причем здесь это смещение значительно больше, чем в 

обоих предыдущих случаях, что обусловлено большим значением постоянного 

поля.  

Режим №4 – затухающая навязанная синусоида,  рис.8.  

Постоянное поле меняется от 277 Э до 280,45 Э.   

 

 

Рис.8. Колебания компонент намагниченности (а) и упругого смещения (в), а 

также параметрические портреты (б, г) при величине постоянного поля 279 Э 

(режим №4). 

 

Этот режим, как и предыдущий, имеет место при поле, меньшем поля пе-

рехода в слое d , но большем поля перехода в слое p . Отличие от режима №3 

состоит в том, что здесь магнитные колебания, хотя поначалу и вступают в 

прецессию положения равновесия, но такая прецессия довольно быстро затуха-

ет, так что положение равновесия принимает стационарное положение, совпа-

дающее по направлению с направлением постоянного поля и дальнейшее дви-
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жение намагниченности представляет собой простую круговую прецессию на 

частоте, равной частоте возбуждающего переменного поля.    

По магнитным колебаниям этот режим аналогичен режиму №4 в работе 

[16, рис.9.14], а также в [10],  то есть прецессии положения равновесия с охва-

том центра, амплитуда колебаний которой затухает во времени. Параметриче-

ский портрет (рис.8б) имеет вид большого кольца, заполненного по образую-

щей малыми кольцами, причем по мере развития во времени диаметры малых 

колец падают до нуля, так что остается одно большое кольцо, полностью сим-

метричное относительно центра. То есть относительно малых колец, первона-

чально охватывающих центр, формируется закручивающаяся спираль, сходя-

щаяся к жирному зачерненному кольцу вокруг центра. Механизм образования 

такого портрета подробно рассмотрен в монографии [16, главы 9, 10] и цитиро-

ванных там работах, поэтому останавливаться на нем не будем.   

Упругие колебания (рис.8в), как и в предыдущем случае, полностью по-

вторяют магнитные колебания (рис.8а) с подобным же смещением в противо-

фазе. То есть здесь также имеет место навязывание упругим колебаниям воз-

буждающего влияния магнитных.   

Параметрический портрет (рис.8г) также имеет вид закручивающейся 

спирали (очевидно, тоже навязанной), причем центр окончательного большого 

кольца (или того, что от него остается) также смещен относительно пересече-

ния нулевых линий (вертикальная из которых совпадает с правым краем рисун-

ка), причем здесь это смещение еще больше, чем в предыдущих случаях, что 

обусловлено большим значением постоянного поля.  

Режим №5 – простая собственная синусоида, рис.9.  

Постоянное поле меняется от 280,45 Э до 300 Э и выше.   

Этот режим имеет место в случае, когда постоянное поле превышает поля пе-

реходов в обоих слоях  d  и p . Прецессия положения равновесия намагничен-

ности в обоих слоях отсутствует, так что везде имеет место только простая кру-

говая прецессия намагниченности вокруг направления постоянного поля. То 

есть по магнитным колебаниям этот режим аналогичен режиму №5 в работе 



ЖУРНАЛ РАДИОЭЛЕКТРОНИКИ, ISSN 1684-1719, N11, 2018 

32 

[16, рис.9.15], а также в [10], то есть развернутой круговой прецессии вектора 

намагниченности. 

 

 

Рис.9. Колебания компонент намагниченности (а) и упругого смещения (в), а 

также параметрические портреты (б, г) при величине постоянного поля 284 Э 

(режим №5). 

 

Упругие колебания в обоих слоях формируются за счет магнитных в том 

же слое, которые в свою очередь соответствуют синхронному воздействию пе-

ременного поля. То есть в слое d  упругие колебания (рис.9в) также имеют вид 

синусоидальных колебаний с частотой поля возбуждения, навязанных соответ-

ствующими магнитными колебаниями в том же слое в сочетании с определен-

ной синфазной добавкой от упругих колебаний в слое p  на той же частоте воз-

буждения.  

Параметрические портреты (рис.9б и рис.9г) также аналогичны, то есть 

после нескольких небольших петлеобразных зигзагов, обусловленных релакса-

цией начального возбуждения,  приобретают вид правильных колец, соответ-
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ствующих простой круговой прецессии. Центр кольца установившихся упругих 

колебаний смещен относительно пересечения нулевых линий (вертикальная из 

которых совпадает с правым краем рисунка), еще больше, чем в предыдущих 

случаях, что обусловлено значительной величиной постоянного поля.   

 

12. Области существования различных режимов 

Рассмотрим теперь условия, определяющие существование различных 

режимов. Обратимся к рис.10, где представлена схема областей существования 

различных режимов по полю в зависимости от относительной величины кон-

станты магнитоупругого взаимодействия в слое d . Цифрами в прямоугольных 

рамках обозначены области, соответствующие возбуждению режимов, номера 

которых приведены в предыдущем разделе. Пронумерованные кривые соответ-

ствуют границам таких областей.   

 

Рис.10. Схема полевых областей существования различных режимов в зависи-

мости от относительной величины константы магнитоупругого взаимодействия 

в слое d . 

Точки – результаты машинного эксперимента. Цифры в прямоугольных рамках 

– номера областей, совпадающие с номерами соответствующих режимов. 

1, 2, 3, 4 – кривые, разграничивающие области различных режимов. 

 

Рассмотрим рис.10 с точки зрения границ областей различных режимов, 
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представленных кривыми 1-4.  

Кривая 1 соответствует зависимости поля перехода  d
ceH  в слое d  от ве-

личины константы 
 d
2B , определяемого суммой поля размагничивания и квад-

ратичной добавки за счет магнитоупругости. Такое поле определяется форму-

лой (38) и квадратично растет по мере увеличения относительной величи-

ны
 d
2B . Видно, что кривая 1 как раз соответствует экспериментальным точкам 

перехода от режима №5 (простая круговая прецессия) к режиму №4 (затухаю-

щая навязанная синусоида).    

Кривая 2 построена по той же формуле со сдвигом вниз на 3 Э. Эта кри-

вая проведена из условия совпадения с экспериментальными точками и разгра-

ничивает области между режимами №4 (затухающая навязанная синусоида) и 

№3 (правильная навязанная синусоида). Из рисунка можно видеть, что эта об-

ласть проходит узкой полосой ниже области режима №5, то есть является пере-

ходной между режимами №5 и №3. Узость этой полосы обусловлена переход-

ным характером режима №4 (подобный характер переходного режима для од-

нослойной структуры отмечался ранее [16]). 

Кривая 3 соответствует полю 
 p
ceH  и просто представляет собой гори-

зонтальную прямую линию (пунктир), так как поле 
 p
ceH , равное сумме поля 

размагничивания для слоя p  и магнитоупругой добавки в том же слое, опреде-

ляемой константой 
 p
2B  в соответствии с формулой (38), то есть это поле от 

константы 
 d
2B  не зависит. Эта кривая разграничивает область режима №2, 

где в слое d  еще возбуждаются упругие колебания за счет воздействия пере-

менного поля на собственную намагниченность, от области режима №3, где 

уже упругие колебания в слое d  возбуждаются только за счет навязывания 

упругих колебаний из слоя p , то есть какие-либо следы биений отсутствуют.   

Кривая 4 определяет переход от режима №2 (перемежающиеся биения) к 
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режиму №1 (правильные развернутые биения). Кривая построена, исходя из со-

ответствия  по экспериментальным точкам. Граница не является резкой и для 

уверенного установления ее локализации необходимо рассматривать развертку 

упругих колебаний слоя d  за достаточно большой промежуток времени, не ме-

нее чем в два-три раза (а лучше – раз в пять и более) превышающим период 

развернутых биений в режиме №1. Из чисто эмпирических соображений можно 

рекомендовать величину этого промежутка не менее 510  с.  

Таким образом, можно полагать, что все разнообразие возбуждаемых ре-

жимов упругих колебаний в слое d  приведенной схемой исчерпывается.  

13. Трансформация биений при изменении магнитоупругой связи 

В проведенном в разделах №11 и №12 рассмотрении константа магнито-

упругого взаимодействия в слое d  полагалась заведомо меньшей, чем в слое 

p , что по мере изменения поля позволило выделить пять описанных выше ре-

жимов упругих колебаний. Рассмотрим теперь более подробно случай неиз-

менного поля, но меняющейся константы магнитоупругости 
 d
2B . Можно по-

лагать, что наиболее интересным будет выбор значения поля, при котором в 

обоих слоях имеет место прецессия положения равновесия, то есть менее 272 Э.  

Итак, обратимся к режиму №1 – правильных развернутых биений, пока-

занных на рис.5, для чего возьмем значение поля, равного 250 Э, что заведомо 

меньше полей перехода в обоих слоях. В рассматриваемом случае значение по-

ля таково, что в обоих слоях имеет место прецессия положения равновесия. 

При изменении константы магнитоупругого взаимодействия в слое d  вид пре-

цессии намагниченности в этом слое не изменяется, однако упругие колебания 

претерпевают значительные изменения.  

Вариации биений при изменении константы 
 d
2B  для этого случая иллю-

стрируются рис.11. Здесь показаны развертки во времени колебаний, соответ-

ствующих прецессии положения равновесия, то есть огибающая крупной сину-

соиды здесь соответствует большому кольцу параметрического портрета, а ее 

мелкая структура, наблюдаемая как «размазка» по вертикальной оси – колеба-
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ниям с частотой возбуждающего поля (100 МГц), что соответствует малым 

кольцам по образующей большого кольца параметрического портрета.   

 
Рис.11. Режимы биений упругих колебаний в слое d  при различных значениях 

константы магнитоупругости этого слоя 
 d
2B : 

а – 
 p
2B0,0   = 61000,0   эрг см

-3
;  б – 

 p
2B2,0   = 61078,2   эрг см

-3
; 

в – 
 p
2B6,0   = 61035,8   эрг см

-3
;   г – 

 p
2B2,1   = 61070,16   эрг см

-3
; 

д – 
 p
2B0,2   = 61084,27   эрг см

-3
. 

Поле 0H  = 250 Э. Остальные параметры приведены в разделе №7. 
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Из рисунка видно, что в отсутствие магнитоупругой связи (рис.11а) в 

слое d  упругие колебания имеют вид правильной синусоиды. Эти колебания 

вызваны не воздействием переменного поля на слой d , а навязаны этому слою 

упругими колебаниями в слое p , которые возбуждаются действующим там пе-

ременным полем через магнитоупругое взаимодействие этого слоя, определяе-

мое константой 
 p
2B . То есть частота колебаний в слое d полностью определя-

ется частотой упругих колебаний в слое p , которая в свою очередь соответ-

ствует прецессии равновесия в этом слое (то есть в слое p ). Таким образом, 

поскольку самостоятельное возбуждение упругих колебаний в слое d отсут-

ствует, то и какие-либо биения возбуждаться не могут, так что амплитуда сину-

соиды на рис.11а сохраняется постоянной.  

Не так однако обстоит дело, когда магнитоупругая связь в слое d  имеет-

ся, то есть константа 
 d
2B  отлична от нуля. Так из рис.11б видно, что даже при 

сравнительно малом значении константы 
 d
2B , составляющей всего 0,2 от по-

добной константы в слое p , упругие колебания в слое d  претерпевают значи-

тельные биения, обусловленные как возбуждением собственных колебаний за 

счет переменного магнитного поля, так и передачей упругого смещения от слоя 

p  через контакт между слоями. Можно полагать, что здесь амплитуды обоих 

воздействий близки друг к другу, так что биения имеют глубокий характер.    

При небольшом увеличении константы 
 d
2B , как на рис.11в возбуждение 

собственных колебаний усиливается, тогда как возбуждение навязываемых от 

слоя p  остается на прежнем уровне, в результате чего глубина биений умень-

шается. При дальнейшем увеличении константы 
 d
2B  преобладание собствен-

ных колебаний усиливается, в результате чего глубина биений сначала заметно 

уменьшается (рис.11г), а далее биения почти сходят на нет (рис.11д), то есть 

колебания опять приобретают почти правильный синусоидальный характер, 
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обусловленный весьма значительным преобладанием собственных колебаний 

над навязанными от другого слоя.  

Другим важным моментом наблюдаемой картины является уменьшение 

периода упругих колебаний по мере увеличения константы магнитоупругого 

взаимодействия 
 d
2B . Так при 

 d
2B  = 0, то есть  в отсутствие магнитоупруго-

сти (рис.11а) период составляет  71033,3  с, при 
 d
2B  = 61035,8   эрг см

-3
 

(рис.11в) уменьшается до 71050,2  с, а при 
 d
2B  = 61084,27   эрг см

-3
 па-

дает до 71042,1   с.  

Такое уменьшение периода обусловлено ростом магнитоупругой добавки 

к полю перехода, так что при фиксированном значении постоянного поля (250 

Э) удаление этого значения от поля перехода возрастает. Так при 
 d
2B  = 0 

(рис.11а) поле перехода составляет 280 Э, а при 
 d
2B  = 61035,8   эрг см

-3
 со-

ставляет 284 Э, то есть еще увеличивается незначительно, в результате чего пе-

риод увеличивается мало. Однако при 
 d
2B  = 61084,27   эрг см

-3
 поле пере-

хода увеличивается до 325 Э, так что различие между заданным полем и полем 

перехода становится значительным, так что период резко возрастает.    

Зависимость периода от величины константы магнитоупругого взаимо-

действия, обусловленную увеличением интервала между заданным полем и по-

лем перехода, можно схематично проследить из рис.4. Так, если зафиксировать 

поле перехода (например  d
ceH  около 290 Э), а затем уменьшать заданное зна-

чение поля (по рис.4 справа налево), что соответствует росту интервала между 

заданным полем и полем перехода, то можно видеть, что при увеличении ин-

тервала от 5 Э до 40 Э период уменьшается с величины порядка 6 100,2  с до 

величины около 6 102,0  с, что соответствует подобному уменьшению пери-

ода, отмеченному на рис.11. Наблюдаемое на этом рисунке уменьшение перио-

да не в 10 и всего в 2 раза обусловлено довольно значительным начальным уда-
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лением заданного поля от поля перехода: 280 Э – 250 Э = 30 Э. То есть здесь 

изменение поля соответствует левому довольно пологому участку кривой 4 на 

рис.4, то есть уменьшению периода с 6 104,0  с до 6 102,0  , то есть как 

раз примерно в два раза (подобно рис.11).    

14. Количественные параметры биений 

Рассмотрим теперь более подробно основные параметры биений с коли-

чественной стороны. Прежде всего обратимся к рис.12, где показана зависи-

мость периода биений упругих колебаний в слое d  от относительной величины 

константы магнитоупругого взаимодействия в этом слое.  

 

Рис.12. Зависимость периода биений упругих колебаний в слое d  от относи-

тельной величины константы магнитоупругого взаимодействия в этом слое. 

Точки – результаты машинного эксперимента. 

1 – кривая, проведенная по точкам (сплошная линия); 

2 – кривая, построенная по формуле (44) (пунктирная линия). 

Поле – 250 Э. Остальные параметры приведены в разделе №7.  

 

Из рисунка можно видеть, что период биений по мере увеличения кон-

станты 
 d
2B  спадает, однако тем медленнее, чем величина константы больше. 

Проверка показывает, что приведенная зависимость может быть довольно хо-

рошо аппроксимирована в рамках квадратичного приближения. Так на рисунке 
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приведена зависимость, построенная по эмпирически найденной формуле:  

 

 

2

p
2

d
26

B 2
B

B
75 0,10T














  .       (44) 

Можно видеть, что эта формула описывает экспериментальные точки с точно-

стью около 10%.  

Рассмотрим теперь конкретную форму биений, а именно: максимальное и 

минимальное значение амплитуды реализуемых в процессе биений упругих ко-

лебаний. Обратимся к рис.13, где показаны зависимости максимального  max
xu  

и минимального  min
xu  значений амплитуды упругого смещения, реализуемых 

в слое d  в процессе биений, от относительной величины константы магнито-

упругого взаимодействия в этом слое. 

 

Рис.13. Зависимость максимального  max
xu  и минимального  min

xu  значений 

амплитуды упругого смещения, реализуемых в слое d  в процессе биений, от 

относительной величины константы магнитоупругого взаимодействия в этом 

слое. 

Точки – результаты машинного эксперимента. 

1, 2 – кривые, построенные по точкам (сплошные линии); 

3, 4 – аппроксимирующие прямые (пунктирные линии). 

Все параметры те же, что на рис.12. 
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Из рисунка можно видеть, что как максимальная, так и минимальная ам-

плитуды биений по мере увеличения магнитоупругой связи одновременно воз-

растают почти по линейному закону. Так кривая 3 (пунктир) описывается сле-

дующей эмпирической формулой:  

 

  












 

p
2

d
26

p
B

B
26310T ,       (45) 

а кривая 4 (тоже пунктир) – формулой:   

 

  












 

p
2

d
26

p
B

B
2,28410T .      (46) 

Только для кривой 2 (сплошная линия, открытые точки), соответствующей ми-

нимальной амплитуде, при малых значениях константы (менее 0,2 отн.ед.) име-

ется некоторое отклонение, по-видимому, связанное с близостью значений соб-

ственного и навязанного воздействий в этом интервале. В основной же области 

изменения константы от 0,2 до 2,0 отн.ед. отклонение от линейности (сплош-

ных кривых от пунктирных) не превышает 5%. Важно отметить, что хотя зазор 

между кривыми меняется мало, но относительная величина изменения ампли-

туды, то есть отношение разности максимального и минимального значений к 

величине максимального значения, по мере увеличения константы убывает, так 

что глубина биений постепенно уменьшается, как это видно из рис.11.   

Как уже было отмечено при рассмотрении рис.11, период прецессии по-

ложения равновесия намагниченности, определяющий период возбуждаемых в 

том же слое упругих колебаний, по мере увеличения константы 
 d
2B  посте-

пенно уменьшается, что связано с увеличением интервала между значениями 

приложенного поля и поля перехода. Рассмотрим теперь такое изменение в ко-

личественном плане, для чего обратимся к рис.14, где показана зависимость пе-

риода возбуждаемых в слое d  упругих колебаний (соответствующих прецессии 

положения равновесия) от относительной величины константы магнитоупруго-

го взаимодействия в этом слое. 
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Рис.14. Зависимость периода возбуждаемых в слое d  упругих колебаний от от-

носительной величины константы магнитоупругого взаимодействия в этом 

слое. 

Точки – результаты машинного эксперимента. 

1 – кривая, построенная по точкам (сплошная линия); 

2 – аппроксимирующая прямая (пунктирная линия). 

Все параметры те же, что на рис.12. 

  

Из рисунка можно видеть, что по мере увеличения константы период 

упругих колебаний уменьшается, как это и было отмечено при рассмотрении 

рис.11. Зависимость имеет несколько выгнутый к низу вид, однако такой выгиб 

довольно невелик и, скорее всего, связан с неточностью приближенной кривой 

1. С другой стороны, экспериментальные точки довольно хорошо аппроксими-

руются прямой линией, (кривая 2, пунктир),  построенной по формуле:   

 

  












 

p
2

d
26

p
B

B
95 ,017,310T .      (47)  

Можно видеть, что эта формула описывает экспериментальные точки с точно-

стью около 10%. То есть и здесь, подобно рис.13, рассматриваемая зависимость 

близка к линейной в пределах упомянутой  точности.      
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15. Вариация константы магнитоупругости другого слоя 

Рассмотрение упругих колебаний в слое d  до сих пор ограничивалось 

изменением константы магнитоупругого взаимодействия в том же слое d . Од-

нако представляет интерес рассмотреть, что происходит с упругими колебани-

ями в том же слое при изменении константы в другом слое, то есть в слое p .  

Предварительная проверка показывает, что в этом случае имеют место те же 

пять основных режимов, рассмотренных в разделе №11.  

Не вдаваясь в подробности машинного эксперимента, представим на 

рис.15 краткую схему полевых областей существования различных режимов в 

зависимости от относительной величины константы магнитоупругого взаимо-

действия в слое p . Цифрами в прямоугольных рамках обозначены номера об-

ластей, совпадающие с номерами соответствующих режимов.   

 

Рис.15. Схема полевых областей существования различных режимов в зависи-

мости от относительной величины константы магнитоупругого взаимодействия 

в слое p . 

Цифры в прямоугольных рамках – номера областей, совпадающие с номерами 

соответствующих режимов. Все остальные параметры и обозначения – те же, 

что на рис.10. 

Из рисунка видно, что здесь имеет место такое же чередование режимов с 

№1 по №5, как и на рис.10. Однако, благодаря тому, что квадратичное измене-



ЖУРНАЛ РАДИОЭЛЕКТРОНИКИ, ISSN 1684-1719, N11, 2018 

44 

ние константы происходит в слое с меньшей намагниченностью, кривые, соот-

ветствующие полям перехода 
 p
ceH  и  d

ceH , пространственно разнесенные на 

рис.10, здесь испытывают пересечение. В результате такого пересечения об-

ласть, соответствующая режиму №3 (правильная навязанная синусоида), огра-

ничивается по величине константы 
 P
2B  на уровне примерно 

 d
2B6 1,  , при-

чем здесь упругие колебания уже навязанными со стороны слоя p  не являются, 

а напрямую вызываются воздействием переменного поля на намагниченность 

слоя d . Правее этой точки пересечения имеет место тот же режим №3, однако 

здесь упругие колебания навязанными уже являются, так как в слое p  также 

возбуждается прецессия положения равновесия, которая и навязывает соб-

ственные упругие смещения слою d .    

Другой особенностью рассматриваемого случая является весьма слабое 

различие между режимами №1 (правильные развернутые биения) и №2 (пере-

межающиеся биения). Так глубина развернутых биений даже при уменьшении 

поля до 200 Э не превышает 10%, а вариации амплитуды при перемежающемся 

характере колебаний также составляет не более 10%. В этих условиях четкое 

различие между режимами №1 и №2 уловить трудно даже при рассмотрении 

развертки по времени при столь больших временах, как 510  с, когда на ин-

тервале развертки укладывается более двух десятков периодов прецессии по-

ложения равновесия. Поэтому на рис.15 четкая граница между областями, соот-

ветствующими режимам №1 и №2, не приведена, а отмечена лишь приближен-

ная граница, показанная пунктиром.  

В проведенном рассмотрении исследовался характер возбуждения упру-

гих колебаний в слое d  при изменении константы магнитоупругого взаимодей-

ствия в том и другом слое. Очевидно, представляет интерес также исследование 

возбуждения упругих колебаний в слое p  при таком же изменении констант 

обоих слоев. Однако можно отметить, что относительно плоскости  структуры 

(координатной плоскости Oxy  на рис.1), структура как таковая является сим-
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метричной, то есть относительно магнитного возбуждения слои как бы меня-

ются местами. То есть можно полагать, что упругие колебания в слое p  будут 

иметь такой характер, как и в слое d  с точностью до замены параметров слоев 

и констант друг на друга.  

 

16. Замечание о роли навязывания колебаний одного слоя другому 

Сделанное в конце предыдущего раздела замечание об эквивалентности 

слоев p  и d  предполагает полную симметричность задачи относительно этих 

слоев. Однако такое предположение безусловным не является, что требует 

остановиться на нем несколько более подробно.  

Вообще говоря, приведенное здесь решение полной задачи для упругости 

(12)-(17), подобное выполненному в работе [22], относительно слоев p  и d  

полностью симметричным не является. Симметрия нарушается при решении 

задачи №1 для  t,zU p  и  t,zUd  в виде (20). Более подробно несимметрич-

ность следует из вида искомых функций, явный вид которых приведен в работе 

[22,  формулы (32), (33)]:    

zmm
c

B
U pzpx

44

2p
p  ;        (48) 

 dzdx2dzppx2p

44

dzdx

44

2d
d mmBmmB

c

pg
zmm

c

B
U 


 , (49) 

где 2pB  и 2dB  – с точностью до обозначений те же константы, что здесь 
 p
2B  

и 
 d
2B . Первые слагаемые этих формул являются полностью симметричными, 

тогда как в формуле (49) имеется второе слагаемое, в формуле (48) отсутству-

ющее. Из сравнения этих формул можно видеть, что при p2B = 0 функция pU  

также равна нулю при любом значении d2B , однако при 2dB = 0 функция dU  

при отличии от нуля 2pB  нулю уже не равна. Несимметричность вызвана тем, 
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что при подстановке предполагаемого вида решения задачи №1, содержащего 

четыре произвольных постоянных, в соответствующие граничные условия (на 

границе между слоями), получается система из четырех уравнений, в которой 

только три являются независимыми. Для разрешения такой неопределенности в 

работе [22] одна из произвольных постоянных (определяющая не зависящую от 

z  часть функции pU ) была положена равной нулю, что и породило несиммет-

ричность формул (48)-(49). Именно такое обстоятельство является причиной 

навязывания слою d  упругих колебаний слоя p , тогда как обратное навязыва-

ние не имеет места. Предварительная проверка показывает, что положение дру-

гой произвольной постоянной равной нулю приводит к появлению второго до-

полнительного слагаемого в формуле (48), тогда как такое слагаемое в формуле 

(49) исчезает. Все последующие выкладки также несколько меняются, однако 

конечные результаты работы [22] (развертка колебаний во времени, амплитуд-

но-частотные характеристики и параметрические портреты) остаются неизмен-

ными, во всяком случае, до тех пор, пока навязыванием упругих колебании од-

ного слоя другому можно пренебречь. Однако в настоящей работе факт навязы-

вания, хотя и со значительным ослаблением (на порядок и более), все же явля-

ется принципиально важным, так как именно навязывание является причиной 

возбуждения упругих колебаний в слое d  при малых значениях константы 

 d
2B  (менее 

 p
2B2,0  ). При больших значениях этой константы навязы-

вание перестает играть заметную роль, так как оно значительно пересиливается 

упругими колебаниями, возбуждаемыми переменным полем в этом слое за счет 

собственной магнитоупругости.  

Тем не менее, роль навязывания хорошо было бы рассмотреть более по-

дробно, для чего в первую очередь надо решить задачу, подобную приведенной 

в работе [22], при другом задании произвольной постоянной, например, если ее 

положить равной единице или какому-то другому характерному значению, что-

бы формулы вида (48)-(49) стали симметричными. По-видимому, довольно 

удобным является положение обеих не зависящих от координаты z  частей 
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функций pU  и  dU  между собой равными, но имеющими противоположные 

знаки. При этом система из трех уравнений становится полностью определен-

ной и ее решение дает все четыре требуемые постоянные коэффициента функ-

ций pU  и  dU . В таком случае эти функции приобретают вид:  

 dzdx2dzppx2p

44

pzpx

44

2p
p mmBmmB

c2

pg
zmm

c

B
U 


 ; (50) 

 dzdx2dzppx2p

44

dzdx

44

2d
d mmBmmB

c2

pg
zmm

c

B
U 


 .  (51) 

Видно, что оба эти выражения линейно зависят от координаты z , а  при 

pgz   совпадают друг с другом.  

Важным обстоятельством, в отличие от предыдущего рассмотрения 

(формулы (48), (49)), здесь является симметричность выражений (50) и (51). 

Можно видеть, что они переходят друг в друга при замене индекса p  на индекс  

d  и обратно. Можно полагать, что симметричность выражений (50) и (51) 

обеспечит равные условия навязывания вторичных упругих колебаний одного 

слоя другому, то есть эффект навязывания будет проявляться в обе стороны в 

равной мере. Более подробное рассмотрение такой задачи авторы оставляют в 

качестве предмета для будущих исследований.   

 

Заключение 

Рассмотрено влияние магнитоупругого взаимодействия на прецессию по-

ложения равновесия намагниченности в нормально намагниченной двухслой-

ной ферритовой структуре. При заданной геометрии структуры на основе вы-

ражения для плотности полной магнитной, упругой и магнитоупругой энергии 

получены связанные уравнения движения для намагниченности и упругого 

смещения в обоих слоях, а также связывающие их граничные условия на по-

верхности структуры и между слоями. Приведена полная формулировка задачи 

для упругого смещения, на основе которой выполнено разделение исходной за-
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дачи на две, первая из которых определяет линейно зависящую от координаты 

по толщине структуры часть упругого смещения, а вторая – вынужденные ко-

лебания упругого смещения, обусловленные колебаниями намагниченности 

под действием приложенного переменного поля. Получена полная система 

уравнений для численного решения, включающая в себя уравнения для намаг-

ниченности, а также для вспомогательных функций, отражающих упругое сме-

щение в каждом слое с учетом требуемых граничных условий.  

На основе рассмотрения ориентационного перехода по намагниченности 

в магнитоупругой среде получены зависимости поля фазового перехода второго 

рода, представляющего собой полное установление вектора намагниченности 

вдоль направления постоянного поля, приложенного по нормали к плоскости 

двухслойной структуры. Определена добавка к полю перехода, обусловленная 

магнитоупругим взаимодействием в каждом слое. Выявлен ее квадратичный 

характер относительно величины константы магнитоупругого взаимодействия. 

Получены зависимости компонент намагниченности в плоскости структуры от 

величины постоянного поля, отмечено обращений их в нуль в точке перехода.       

На основе полученных зависимостей решена система уравнений для 

намагниченности и упругого смещения в интервале полей, перекрывающем по-

ля ориентационных переходов в обоих слоях. Отмечена возможность и проде-

монстрировано возбуждение прецессии положения равновесия намагниченно-

сти (прецессии второго порядка) в обоих слоях, построены параметрические 

портреты для компонент упругого смещения в том и другом слое.    

На основе анализа параметрических портретов для компонент намагни-

ченности отмечены три возможных интервала значений постоянного поля, ни-

же полей переходов в обоих слоях, между полями перехода в тех же слоях и 

выше полей перехода в обоих слоях. Показано, что в первом случае в обоих 

слоях возбуждается прецессия положения равновесия намагниченности, во вто-

ром случае такая прецессия возбуждается только в том слое, для которого поле 

перехода выше значения приложенного поля, тогда как в другом слое имеет ме-

сто простая круговая прецессия намагниченности, а в третьем случае такая про-
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стая круговая прецессия имеет место в обоих слоях, а прецессия положения 

равновесия полностью отсутствует.  

Выявлен мультирежимный характер возбуждаемых при этом упругих ко-

лебаний. По характеру разверток по времени и параметрических портретов от-

мечены пять различающихся друг от друга режимов упругих колебаний: режим 

№1 – правильные развернутые биения; режим №2 – перемежающиеся биения; 

режим №3 – правильная навязанная синусоида; режим №4 – затухающая навя-

занная синусоида; режим №5 – простая собственная синусоида.  

На плоскости «константа магнитоупругости – приложенное поле» рас-

смотрены области существования различных режимов. Подробно исследован 

случай, когда константа магнитоупругости меняется в том слое, для которого 

поле перехода превышает поле перехода другого слоя, так что пересечение за-

висимостей полей переходов того и другого слоя от величины константы маг-

нитоупругости отсутствует. Установлено, что по мере увеличения поля области 

существования режимов сменяют друг друга в порядке, определяемом установ-

ленной выше нумерацией, то есть область существования режима №1 лежит 

ниже области режима №2, которая в свою очередь лежит ниже области режима 

№3, лежащей ниже области режима №4, а выше всех находится область режима 

№5.   

Исследована трансформация биений, соответствующих режимам №1 и 

№2, имеющая место при изменении величины константы магнитоупругого вза-

имодействия при неизменной величине постоянного поля. В этом случае в обо-

их слоях имеет место прецессия положения равновесия намагниченности, так 

что результирующие упругие колебания в слое, где константа меняется, опре-

деляются воздействием двух факторов, взаимная сила которых относительно 

друг друга может меняться. Показано, что при малом значении константы ко-

лебания упругого смещения полностью определяются колебаниями намагни-

ченности, обусловленными действующим переменным полем. При увеличении 

константы важную роль приобретает воздействие упругих колебаний, переда-

ваемых из другого слоя через границу раздела слоев, так что результирующие 
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колебания приобретают характер правильных биений между двумя частотами: 

собственной и передаваемой через границу между слоями (режим №1). Колеба-

ния, передаваемые через границу, как бы навязываются соседнему слою, одна-

ко степень такого навязывания от величины константы не зависит, так как пол-

ностью определяется режимом того слоя, в котором константа остается посто-

янной. По мере увеличения величины константы период биений уменьшается, в 

результате чего они приобретают вид неправильных колебаний, амплитуда ко-

торых меняется с каждым их периодом, то есть теперь уже возбуждаются пере-

межающиеся биения (режим №2). При дальнейшем увеличении константы роль 

собственных колебаний увеличивается, тогда как навязываемые остаются по-

стоянными, в результате чего глубина биений сначала заметно уменьшается, а 

далее биения почти сходят на нет, то есть колебания опять приобретают почти 

правильный синусоидальный характер, обусловленный весьма значительным 

преобладанием собственных колебаний над навязанными от другого слоя.  

Рассмотрены количественные параметры биений. Показано, что по мере 

увеличения константы магнитоупругого взаимодействия период биений 

уменьшается по закону, близкому к квадратичному, а при значительной вели-

чине константы стремится к нулю. Отмечено, что максимальное и минимальное 

значения амплитуды упругого смещения, реализуемые в процессе биений, по 

мере увеличения константы также увеличиваются по закону, близкому к ли-

нейному. В то же время, период возбуждаемых упругих колебаний по мере уве-

личения константы уменьшается по закону, также близкому к линейному. Для 

всех упомянутых зависимостей предложены численные эмпирические формулы 

линейного и квадратичного характера, отражающие наблюдаемые результаты с 

точностью не хуже 10%.  

Рассмотрены особенности вариации константы магнитоупругого взаимо-

действия в том слое, поле перехода которого в отсутствие магнитоупругости 

меньше поля перехода другого слоя. На плоскости «константа магнитоупруго-

сти – приложенное поле» рассмотрены области существования различных ре-

жимов. Отмечено, что в этом случае имеют место те же пять режимов, что и в 
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предыдущем, однако вследствие пересечения зависимостей полей переходов 

того и другого слоя от величины константы магнитоупругости, область суще-

ствования режима №3 по величине константы ограничивается, после чего при 

дальнейшем увеличении константы режим №3, хотя и сохраняется, но навязы-

вание колебаний из другого слоя становится более интенсивным, что обуслов-

лено возникающим в этой области режимом прецессии равновесия намагни-

ченности, левее точки пересечения отсутствующим.   

Подробно рассмотрен вопрос о роли навязывания колебаний одного слоя 

другому. Отмечена недостаточность проделанного рассмотрения, состоящая в 

несимметричности эффекта навязывания упругих колебаний одного слоя дру-

гому из-за неполной симметрии линейной составляющей упругого смещения. 

Рассмотрен возможный вариант решения задачи для линейной составляющей 

смещения, учитывающий симметрию слоев относительно друг друга. Этот ва-

риант предложен в качестве задачи для нового исследования.     

 

Работа выполнена при финансовой поддержке за счет гранта Российского 

Научного Фонда (проект № 14-22-00279). 

Численный расчет развития колебаний во времени выполнен за счет гран-

та РФФИ (проект №17-02-01138-а).  
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