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Аннотация. Проблема сферической упаковки и проблема распределения точек 

на сфере являются известными нерешёнными математическими проблемами. В 

частности, проблема распределения точек на сфере входит в известный список 

нерешённых математических проблем Стива Смейла. Соответственно, 

значительный интерес для исследования представляет как непосредственный 

поиск решения проблем, так и исследования в смежных с известными 

проблемами областях. В частности, проблема сферической плотной упаковки и 

упаковки покрытия имеет непосредственную связь с исследованием регулярных, 

нерегулярных и слоистых решёток, задачами помехоустойчивого кодирования, 

синтеза и анализа широкополосных сигналов, математическим исследованием 

многомерных пространств, кристаллографией, методами решения 

дифференциальных уравнений и вычисления n-мерных интегралов и многими 

другими частными задачами, и целыми областями знаний. В работе изложены 

результаты исследований некоторых свойств n-мерных правильных симплексов 

в евклидовом пространстве. Вектора, образующие n-мерный правильный 

симплекс задают фундаментальный базис гексагональной решётки.         
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Предметом исследования являются некоторые свойства и закономерности 

векторного объекта, образующего правильный симплекс в n-мерном евклидовом 

пространстве, новизна результатов заключается в сформулированной и 

доказанной теореме, нескольких формулах позволяющих производить 

рекурсивные и не рекурсивные вычисления некоторых характеристик n-мерных 

правильных симплексов и сферических гексагональных упаковок. Объектом 

исследования является n-мерный правильный симплекс. Основные 

результаты – сформулирована и доказана теорема об асимптотическом 

характере последовательности высот правильных симплексов при увеличении 

размерности пространства, сформулированы следствия из теоремы и замечания, 

дополняющие теорему. В заключении статьи содержатся дополнения и 

численные примеры с комментариями для некоторых результатов исследований. 

Практическая значимость заключается в предлагаемом математическом 

инструментарии, способствующем развитию теории сферической упаковки и 

исследованию свойств геометрических объектов в n-мерном евклидовом 

пространстве. 
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Введение 

Проблема сферической упаковки [1] и проблема распределения точек на 

сфере [2,3] являются известными нерешёнными математическими проблемами. 

В частности, проблема распределения точек на сфере входит в известный список 

нерешённых математических проблем Стива Смейла [4]. Соответственно, 

значительный интерес для исследования представляет как непосредственный 

поиск решения проблем, так и исследования в смежных с известными 

проблемами областях. В частности, проблема сферической упаковки имеет 

непосредственную связь с исследованием регулярных, нерегулярных и слоистых 

решёток [1], задачами помехоустойчивого кодирования [5,6], синтеза и анализа 

широкополосных сигналов [7], математическим исследованием многомерных 

пространств [7,8], кристаллографией [9-12], методами решения 

дифференциальных уравнений и вычисления -мерных интегралов [13] и 

многими другими частными задачами и целыми областями знаний. 

В данной работе приводятся результаты исследований некоторых свойств 

правильных симплексов образованных совокупностью векторов в -мерном 

евклидовом пространстве. Такие симплексы задают базис гексагональной 

решетки, которая определяет один из известных способов плотной и 

замощающей сферической упаковки. Таким образом, исследование свойств 

-мерных правильных симплексов является интересным как с точки зрения 

многомерной евклидовой геометрии, так и с точки зрения исследований свойств 

фундаментального базиса гексагональной решётки. Векторный базис 

гексагональной решётки образует фундаментальный параллелепипед (гипер-

параллелепипед), который в свою очередь является геометрической структурой 

определяющей многие свойства гексагональной решётки. 

В качестве примера на изображении (рис. 1) приведена структура 

гексагональной решётки в двумерном евклидовом пространстве ℝ2 и плотная 

сферическая упаковка (рис. 1, а.) и сферическая упаковка замощения 

(рис. 1, б.). 
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Рис. 1. а. – плотная гексагональная сферическая упаковка в пространстве ℝ2, 

𝜌2 – радиус двумерной сферы (окружности), в центре окружностей находятся 

узлы гексагональной решётки, точки между окружностями обозначают 

глубокие дыры сферической упаковки; б. – гексагональная сферическая 

упаковка покрытия (замощения) в пространстве ℝ2, 𝑅2 – радиус двумерной 

сферы (окружности); векторы 𝑣1, 𝑣2 – задают фундаментальный базис 

двумерной решётки Λ2 

Целью работы является исследование некоторых свойств 

фундаментального базиса, а также некоторых следствий исследованных свойств 

фундаментального базиса гексагональной решётки. 

1. Алгоритм синтеза базисных векторов гексагональной решётки 

Базисные вектора гексагональной решетки образуют правильные 

симплексы. Поэтому синтез векторного базиса гексагональной решетки, в 

пространстве ℝ𝑛, эквивалентен построению правильного симплекса. 

Предлагается рекурсивный алгоритм синтеза базисных векторов 

гексагональной решетки: {
𝑀1 = 𝑣1

𝑀𝑛+1 = 𝑀𝑛 + 𝑣𝑛+1
, где 𝑀1, 𝑀2, … – бесконечное 

множество нижнетреугольных порождающих матриц составленных из векторов 

фундаментального базиса; 𝑣1, 𝑣2, … – вектора одинаковой длины |𝑣|, 

порождающие фундаментальные базисы гексагональных решёток различной 

размерности Λ1, Λ2, … . 

1) Синтез начинается с одномерного пространства ℝ1, заданием вектора 

𝑣1 = (𝑥1
1) с началом в точке (𝑥1

0). Таким образом, одномерная решётка Λ1 
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задаётся одним вектором. Точка (𝑥1
0), является точкой начала всех последующих 

векторов. 

2) Для повышения размерности необходимо добавить вектор 

повышающий размерность базиса решётки, т.е. выполнить операцию 

𝑀𝑛+1 = 𝑀𝑛 + 𝑣𝑛+1, где 𝑣𝑛+1 = (𝑥1
𝑛+1, 𝑥2

𝑛+1, … , 𝑥𝑛+1
𝑛+1). Пункт (2) повторяется 

необходимое число раз.  

Практическая реализация операции 𝑀𝑛+1 = 𝑀𝑛 + 𝑣𝑛+1 выполняется 

следующим образом. Необходимо вычислить координаты вновь добавляемого 

вектора 𝑣𝑛+1 = (𝑥1
𝑛+1, 𝑥2

𝑛+1, … , 𝑥𝑛+1
𝑛+1), координаты 𝑥1

𝑛+1, 𝑥2
𝑛+1, … , 𝑥𝑛

𝑛+1, 

вычисляются как среднеарифметическое значение точек (вершин) задающих 

правильный симплекс [14], включая начальную точку (𝑥1
0), т.е.: 𝑥𝑘

𝑛+1 =

1

(𝑛+1)
∑ 𝑥𝑘

𝑝𝑛
𝑝=0 , 𝑘 = 1…𝑛. Оставшаяся координата 𝑥𝑛+1

𝑛+1 вычисляется с помощью 

обобщённой, для многомерных пространств, [15,16] теоремы Пифагора: 

𝑥𝑛+1
𝑛+1 = √|𝑣|2 − ∑ (𝑥𝑘

𝑛+1 − 𝑥𝑘
0)2𝑛

𝑘=1 + 𝑥𝑘+1
0 . При переходе от размерности ℝ𝑛 к 

размерности ℝ𝑛+1, вновь добавляемые координаты, задающие базисные вектора 

и начальную точку, приравниваются нулю, т.е. 𝑥𝑛+1
𝑝

= 0, 𝑝 ≤ 𝑛, таким образом, 

формируется нижняя треугольная матрица 𝑀𝑛. 

Полученный по пунктам 1 и 2 фундаментальный базис решётки можно 

поворачивать и масштабировать путём элементарных векторных 

преобразований, в случае унитарных преобразований все размеры и формы 

правильного симплекса будут сохранены без изменений. 

 

Рис. 2. Построение симплекса в пространствах ℝ1, ℝ2 и ℝ3 
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2. Геометрическая интерпретация алгоритма  

Построим вектор 𝑣1 в одномерном евклидовом пространстве ℝ1 

(рис. 2, а) из точки с координатами (𝑥0
1) в точку с координатами (𝑥1

1) в результате 

получим базис, образующий одномерную решетку Λ1. Для получения базиса 

решётки Λ2 в двумерном евклидовом пространстве ℝ2 необходимо определить 

центр отрезка вектора 𝑣1 как 𝑥1
2 =

1

2
(𝑥1

0 + 𝑥1
1) и построить из центра 𝑣1 высоту 

ℎ2 ортогональную к подпространству ℝ1 ⊂ ℝ2 такую, что длина высоты ℎ2 =

√|𝑣2|
2 − (𝑥1

2 − 𝑥1
0)2. Далее из точки с координатами (𝑥1

0, 𝑥2
0), в точку с 

координатами (𝑥1
2, 𝑥2

2) = (𝑥1
2, ℎ2 + 𝑥2

0), строим отрезок 𝑣2, причём (|𝑣2| = |𝑣1|) 

(рис. 2, б). Длина высоты ℎ2 будет определять, на сколько симплекс, заданный 

векторами, образующими матрицу 𝑀2 = (
𝑣1
𝑣2
), будет выпуклым из 

подпространства ℝ1 в пространство ℝ2. Для построения фундаментального 

базиса решётки Λ3 в трёхмерном пространстве ℝ3 (рис. 2, в) необходимо 

построить высоту ℎ3, перпендикулярную к подпространству 

ℝ2 ⊂ ℝ3, из точки с координатами (𝑥1
3, 𝑥2

3), вычисляемыми как среднее 

арифметическое координат задающих двумерный правильный симплекс, т.е. 

среднее арифметическое трёх точек равностороннего треугольника: 

𝑥1
3 =

1

3
(𝑥1

0 + 𝑥1
1 + 𝑥1

2) и 𝑥2
3 =

1

3
(𝑥2

0 + 𝑥2
1 + 𝑥2

2). Длина высоты 

ℎ3 = √|𝑣3|
2 − ∑ (𝑥𝑘

3 − 𝑥𝑘
0)22

𝑘=1 , определяющая значение координаты 𝑥3
3, 

вычисляется из обобщённой теоремы Пифагора. Длина высоты ℎ3 определяет 

насколько фундаментальный базис выпуклый из подпространства ℝ2 в 

пространство ℝ3. Далее, следуя вышеизложенному алгоритму, можно 

неограниченно наращивать размерность фундаментального базиса. 

В качестве примера приведём порождающую матрицу 

𝑀8 = (𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣8)
𝑇 образованную базисными векторами единичной длины, 

полученными с помощью предлагаемого алгоритма и задающими 

гексагональную решётку Λ8: 
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𝑀8 =

(
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1
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1

2√6

1
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1
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1

2√21

1

4√7

3

4)

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

. 

Между любой парой различных векторов 𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣8 образующих 

матрицу 𝑀8 угол составляет величину 
𝜋

3
, а евклидова дистанция – единица. Таким 

образом, вектора 𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣8 задают правильный симплекс в пространстве ℝ8. 

Следует отметить, что существуют альтернативные способы задания 

векторного базиса гексагональной решётки, обладающие теми или иными 

преимуществами и недостатками. Различные способы задания векторного базиса 

гексагональной решётки реализуются с помощью поворотов и масштабирования 

правильного симплекса, а также при помощи переноса его в пространство 

большей размерности, например, решётка корней [1] с порождающей матрицей 

𝑀′ = (
1 −1 0
0 1 −1

), при этом симплекс будет принадлежать гиперплоскости 

размерности ℝ𝑛 ⊂ ℝ𝑛+1, задаваемой уравнением ∑ 𝑥𝑘 = 0
𝑛+1
𝑘=1  в ℝ𝑛+1. 

В некоторых случаях полезен способ задания симплекса и векторного 

базиса решётки с помощью единичной матрицы 𝐸𝑛+1 = (
1 ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 1

), при этом 

симплекс будет принадлежать гиперплоскости размерности ℝ𝑛 ⊂ ℝ𝑛+1, 

задаваемой уравнением ∑ 𝑥𝑘 − 1 = 0
𝑛+1
𝑘=1  в ℝ𝑛+1. 
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3. Теорема об асимптотической последовательности высот правильных 

симплексов при увеличении размерности пространства 

Теорема: Последовательность {ℎ𝑛}, образованная значениями высот 

правильных симплексов при увеличении размерности пространства монотонно 

убывает и асимптотически приближается сверху к величине 
|𝑣|

√2
, где |𝑣| – длина 

рёбер, образующих правильный симплекс. 

Доказательство: Для определённости положим, что длина векторов 

образующих правильный симплекс равна единице, т.е. |𝑣| = 1, точка начала 

базисных векторов совпадает с точкой начала координат. В дальнейшем с 

помощью масштабирования можно перейти к произвольной длине базисных 

векторов. Анализ алгоритма построения правильных симплексов показывает, 

что координаты базисных векторов 𝑣𝑛 = (𝑥1
𝑛, 𝑥2

𝑛, … , 𝑥𝑛
𝑛) для 𝑛 > 1, можно задать 

с помощью выражений 𝑥𝑘
𝑛 =

1

2√
𝑘(𝑘+1)

2

=
1

√2 𝑘 (𝑘+1)
, для 𝑘 = 1…𝑛 − 1 и 𝑥𝑛

𝑛 =

√12 − ∑ (
1

2 𝑘 (𝑘+1)
)𝑛−1

𝑘=1  для 𝑘 = 𝑛, соответственно. При заданных ранее условиях, 

точка начала базисных векторов совпадает с точкой начала координат и высота 

ℎ𝑛 перпендикулярна к подпространству ℝ𝑛−1 ⊂ ℝ𝑛, координата 𝑥𝑛
𝑛 равна высоте 

(т.е. ℎ𝑛 = 𝑥𝑛
𝑛) правильного симплекса в пространстве ℝ𝑛. Таким образом, общий 

член последовательности: 

ℎ𝑛 = 𝑥𝑛
𝑛 = √12 − ∑ (

1

2 𝑘 (𝑘+1)
)𝑛−1

𝑘=1  – высоты правильных симплексов в 

зависимости от размерности пространства 𝑛, при |𝑣| = 1. 

Вычислим асимптотический предел последовательности 

lim
𝑛→∞

ℎ𝑛 = lim
𝑛→∞

√12 − ∑ (
1

2 𝑘 (𝑘+1)
)𝑛−1

𝑘=1 =
1

√2
> 0,  последовательность {ℎ𝑛} 

сходиться к 
1

√2
 и является знакопостоянной, т.к. подкоренное выражение общего 

члена последовательности больше нуля при значениях 𝑛 = 1,2,… . 
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Так как 
ℎ𝑛+1

ℎ𝑛
=

√12−∑ (
1

2 𝑘 (𝑘+1)
)𝑛

𝑘=1

√12−∑ (
1

2 𝑘 (𝑘+1)
)𝑛−1

𝑘=1

=
√𝑛2+2𝑛

𝑛+1
< 1, при 𝑛 = 1,2,…, следовательно, 

ℎ𝑛+1 < ℎ𝑛 для всякого 𝑛 = 1,2,…, таким образом, последовательность {ℎ𝑛} 

является строго монотонной убывающей. Допуская произвольную длину |𝑣| 

базисных векторов, умножим полученные координаты на |𝑣|, тогда |𝑣| ∙

lim
𝑛→∞

ℎ𝑛 =
|𝑣|

√2
 ч.т.д. 

Замечание I. В случае длины базисных векторов |𝑣| отличных от единицы 

высота правильных симплексов вычисляется как: 

ℎ𝑛 = |𝑣|√1
2 − ∑ (

1

2 𝑘 (𝑘+1)
)𝑛−1

𝑘=1 .  

Замечание II. Так как -мерный правильный симплекс Λ𝑛 в пространстве 

ℝ𝑛 является совершенной фигурой образованной равноудалёнными вершинами 

с общим центром и форм-инвариантен к операции поворота и порядку 

последовательности наращивания размерности, то все высоты правильных 

симплексов в пространстве ℝ𝑛, не зависимо от формы и масштаба симплекса, 

будут стремиться к 
|𝑣|

√2
 при 𝑛 → ∞. 

Замечание III. Детерминант матрицы 𝑀𝑛, определяющий объём 

фундаментального параллелепипеда гексагональной решётки Λ𝑛 с длиной ребра 

|𝑣|, может быть вычислен с помощью выражения: 

det(𝑀𝑛) = |𝑣|
𝑛∏ √12 − ∑ (

1

2 𝑘 (𝑘+1)
)𝑠−1

𝑘=1
𝑛
𝑠=2 = ∏ ℎ𝑛

𝑛
𝑠=1 , дискриминант матрицы 

Грама 𝐴𝑛 = 𝑀𝑛𝑀𝑛
𝑇, определяющий квадрат объёма, фундаментального 

параллелепипеда 

det(𝐴𝑛) = det(𝑀𝑛)
2 = |𝑣|2𝑛∏ (12 − ∑ (

1

2 𝑘 (𝑘+1)
)𝑠−1

𝑘=1 )𝑛
𝑠=2 = (∏ ℎ𝑛

𝑛
𝑠=1 )2. 

Используя известное выражение: 𝑃𝑛 =
|𝑣|𝑛√𝑛+1

𝑛!2(𝑛/2)
 – определяющее объём 

правильного n-мерного симплекса, и учитывая, что 𝑃𝑛 =
det(𝑀𝑛)

𝑛!
, получим ещё 
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одно выражение для расчёта объёма фундаментального параллелепипеда 

det(𝑀𝑛) =
|𝑣|𝑛√𝑛+1

2(𝑛/2)
. 

Замечание IV. Координаты дыры плотной гексагональной упаковки 

можно рассчитать как средне арифметическое [14] координат вершин 

правильного симплекса 𝑦𝑝
𝑛 =

1

(𝑛+1)
∑ 𝑥𝑝

𝑘𝑛
𝑘=0 , расстояние до равноудалённой точки 

от вершин правильного симплекса известно из [14]: 𝑙𝑛 = |𝑣|√
𝑛

2(𝑛+1)
. Учитывая, 

ранее полученное выражение для ℎ𝑛, и что отношение точки пересечения высот 

в правильном симплексе в евклидовом -мерном пространстве ℝ𝑛 делит высоты 

на отрезки в соотношении 1: 𝑛, расстояние от узлов гексагональной решётки, т.е. 

центров сфер (при сферической гексагональной упаковке на решётке Λ𝑛) до 

ближайшей дыры 

𝑙𝑛 =
𝑛

(𝑛+1)
ℎ𝑛 =

𝑛

(𝑛+1)
|𝑣|√12 − ∑ (

1

2 𝑘 (𝑘+1)
)𝑛−1

𝑘=1 = |𝑣|√
𝑛

2(𝑛+1)
, из полученного 

выражения следует, что ℎ𝑛 = |𝑣|√
𝑛+1

2 𝑛
, что так же доказано в [14]. 

Следствие I. При любом постоянном значении длины ребра |𝑣| = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 

правильного n-мерного симплекса, при устремлении размерности пространства 

к бесконечности объём правильного n-мерного симплекса стремиться к нулю: 

lim
𝑛→∞

|𝑣|=𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

𝑃𝑛 = lim
𝑛→∞

|𝑣|=𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

|𝑣|𝑛√𝑛+1

𝑛!2(𝑛/2)
= 0. 

Следствие II. Предел расстояния 𝑙𝑛 от центра сферы, при сферической 

гексагональной упаковке, до ближайшей дыры 

lim
𝑛→∞

𝑙𝑛 = lim
𝑛→∞

𝑛ℎ𝑛

(𝑛+1)
= lim

𝑛→∞

𝑛

(𝑛+1)
lim
𝑛→∞

ℎ𝑛 = 1 ∙
|𝑣|

√2
=

|𝑣|

√2
. 

Тот же результат можно получить, используя теорему, доказанную в 

работе [14], о расстоянии до равноудалённой точки в совершенной системе 

точек: 𝑙𝑛 = |𝑣|√
𝑛

2(𝑛+1)
, получим: lim

𝑛→∞
|𝑣|√

𝑛

2(𝑛+1)
=

|𝑣|

√2
. 

Замечание V. Учитывая [1], что в евклидовом -мерном пространстве ℝ𝑛 

гиперобъём шара радиуса 𝜌 равен 𝜌𝑛𝑉𝑛, и задаётся для чётных и нечётных 
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значений 𝑛 следующей формулой 𝜌𝑛𝑉𝑛 =

{
 
 

 
 𝜌𝑛

𝜋
𝑛
2

(
𝑛

2
)!
, (𝑛 𝑚𝑜𝑑 2) = 0

𝜌𝑛
2𝑛𝜋

𝑛−1
2 (

𝑛−1

2
)!

𝑛!
, (𝑛 𝑚𝑜𝑑 2) = 1

, 

а плотность сферической гексагональной упаковки [1] в общем виде 

рассчитывается как ∆𝑛=
𝜌𝑛𝑉𝑛

√det(𝐴𝑛)
=

𝜌𝑛𝑉𝑛

det(𝑀𝑛)
, запишем выражение для расчёта 

плотности сферической упаковки на гексагональной решётке в зависимости от 

размерности пространства:  

∆𝑛=

{
 
 

 
 𝜌𝑛𝜋

𝑛
2

(
𝑛

2
)!|𝑣|𝑛∏ √12−∑ (

1

2 𝑘 (𝑘+1)
)𝑠−1

𝑘=1
𝑛
𝑠=2

=
2(𝑛/2)𝜌𝑛𝜋

𝑛
2

(
𝑛

2
)!|𝑣|𝑛√𝑛+1

, (𝑛 𝑚𝑜𝑑 2) = 0

2𝑛𝜌𝑛𝜋
𝑛−1
2 (

𝑛−1

2
)!

𝑛!|𝑣|𝑛∏ √12−∑ (
1

2 𝑘 (𝑘+1)
)𝑠−1

𝑘=1
𝑛
𝑠=2

=
2(3𝑛/2)𝜌𝑛𝜋

𝑛−1
2 (

𝑛−1

2
)!

𝑛!|𝑣|𝑛√𝑛+1
, (𝑛 𝑚𝑜𝑑 2) = 1

, 

 (1) 

Причём, если сферы расположены с перекрытием друг друга, так что 

происходит замощение, то говорят о плотности упаковки покрытия, а если 

перекрытия сфер нет, а есть только касание сфер друг с другом, то говорят о 

плотности плотной упаковки. 

4. Дополнение, обсуждение 

В качестве иллюстрации полученных результатов приведём некоторые 

графики с комментариями. Рисунок 3 иллюстрирует теорему об асимптотике 

последовательности {ℎ𝑛} высот правильных симплексов образованных 

базисными векторами гексагональной решётки. 
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Рис. 3. Высота правильных симплексов при увеличении размерности 

пространства монотонно убывает, длина векторов, образующих правильный 

симплекс принята за единицу |𝑣| = 1 

При различных размерностях евклидова пространства наибольшую 

плотность показывают различные виды сферической плотной упаковки, в том 

числе слоистые и нерегулярные [1]. Гексагональная решётка наибольшую 

плотность показывает в случае одномерного ℝ1 пространства ∆1= 1 и в 

двухмерного пространства ℝ2 плотность [18] имеет значение ∆2=
𝜋

2√3
 

(таблица 1). Для решётчатых упаковок в размерности пространства три ℝ3 

наибольшую плотность даёт гранецентрированная кубическая решётка [1,19]. 

Интересным фактом является то, что в соответствии с выражением расчёта 

плотности по [1], плотность сферических гексагональных упаковок при 

стремлении размерности ℝ𝑛 к бесконечности стремиться к нулю при любом 

конечном и постоянном значении радиуса сферы 𝜌 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, т.е.: 

lim
𝑛→∞

∆𝑛 = lim
𝑛→∞

𝜌𝑛𝜋𝑛/2

(
𝑛

2
)!|𝑣|𝑛∏ √12−∑ (

1

2 𝑘 (𝑘+1)
)𝑠−1

𝑘=1
𝑛
𝑠=2

= 0, 

что является следствием следующего: lim
𝑛→∞

𝜌=𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

𝜌𝑛𝑉𝑛 = lim
𝑛→∞,

𝜌=𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

𝜌𝑛
𝜋
𝑛
2

(
𝑛

2
)!
= 0. 

Таким образом, для гиперсферы нельзя выбрать такое постоянное значение 

характеристики (радиуса 𝜌 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, который определяет величину 
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двухсторонней выпуклости n-мерной гиперсферы в пространство ℝ𝑛 из 

подпространства ℝ𝑛−1) при котором гиперобъём n-мерной сферы будет 

стремиться к бесконечности при стремлении размерности пространства ℝ𝑛 к 

бесконечности.  

Если для плотной упаковки взять радиус 𝜌 =
|𝑣|

2
, то плотность плотной 

упаковки монотонно убывает. Для упаковки покрытия радиус сферы возьмем 

равным расстоянию от вершины правильного симплекса (узла решётки) до 

ближайшей дыры, т.е. 𝜌 = 𝑅𝑛 = 𝑙𝑛  =
𝑛ℎ𝑛

(𝑛+1)
, тогда плотность упаковки покрытия 

сначала возрастает, имея максимум 
8𝜋2

25√5
 при 𝑛 = 4 в ℝ4, а затем убывает. При 

этом плотность упаковки покрытия достигает значений менее единицы, уже при 

размерностях 𝑛 ≥ 8. Из чего можно сделать вывод, что при 𝑛 ≥ 8 и радиусе 

сферы равном расстоянию от узла решётки до ближайшей дыры, полного 

замощения не происходит, т.е. весь гиперобъём гексагональной решётки не 

покрывается гиперсферами, т.к. ∆𝑛< 1 при 𝑛 ≥ 8. 

Используя формулу (1) запишем выражение для расчёта радиуса сферы, 

при котором плотность покрытия гексагональной решётки имеет значения не 

менее единицы, т.к. при упаковке замощения гиперсферы должны покрывать 

весь объём фундаментального параллелепипеда и в том числе частично 

перекрываться, запишем условие ∆𝑛=
(𝑅𝑛)

𝑛𝑉𝑛

det(𝑀𝑛)
> 1, тогда: 

min(𝑅𝑛) > (
det (𝑀𝑛)

𝑉𝑛
)

1

𝑛
=

{
 
 

 
 

|𝑣| (
(
𝑛

2
)!√𝑛+1

2(𝑛/2)𝜋
𝑛
2

)

1

𝑛

, (𝑛 𝑚𝑜𝑑 2) = 0

|𝑣| (
𝑛!√𝑛+1

2(3𝑛/2)𝜋
𝑛−1
2 (

𝑛−1

2
)!
)

1

𝑛

, (𝑛 𝑚𝑜𝑑 2) = 1

. 

Полученная величина min(𝑅𝑛) является нижней границей радиуса сферы 

замощения пространства гексагональной решётки и не гарантирует полного 

замощения, т.к. сферы могут перекрываться, но гарантирует, что при меньших 

значениях радиуса замощение гексагональной решётки не может быть полным.  
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Для сравнения в таблицу 1 помещены численные значения величин: 

нижняя граница радиуса сферы покрытия замощения, расстояние от узлов 

гексагональной решётки до ближайших дыр и высота правильного симплекса. 

 

Таблица 1. Нижняя граница радиуса сферы покрытия замощения, расстояние от 

узлов гексагональной решётки до ближайших дыр и высота правильного 

симплекса 

Размерность 

пространства, ℝ𝑛 

Нижняя граница 

радиуса сферы 

покрытия замощения, 

при |𝑣| = 1 

Расстояние от узлов 

гексагональной 

решётки до 

ближайших дыр, при 
|𝑣| = 1 

Высота правильного 

n-мерного 

симплекса, при |𝑣| =
1 

 

1 0.5 0 1 

2 0.525038 0.57735 0.866025 

3 0.552669 0.612372 0.816497 

4 0.580148 0.632456 0.790569 

5 0.606793 0.645497 0.774597 

6 0.632451 0.654654 0.763763 

7 0.65713 0.661438 0.755929 

8 0.680889 0.666667 0.75 

9 0.703801 0.67082 0.745356 

10 0.725935 0.6742 0.74162 

11 0.747359 0.677003 0.738549 

12 0.768131 0.679366 0.73598 

 

Заключение 

Произведено исследование зависимости, от увеличения размерности 

евклидова пространства, последовательности высот правильных симплексов, 

образованных векторным базисом гексагональной решётки. Сформулирована и 

доказана теорема об асимптотике последовательности высот правильных 

симплексов при увеличении размерности евклидова пространства. 

Сформулированы замечания и следствия доказанной теоремы. В 

заключительной части работы приведены некоторые дополнения, с численными 

примерами, выведено выражение для нижней границы радиуса сферы покрытия 

гексагональной решётки. 
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Финансирование: работа выполнена при поддержке Министерства науки и 

высшего образования Российской Федерации, проект тематики научных 

исследований № 2019-0898. 
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