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Введение 

В настоящее время генераторы наносекундных видеоимпульсов 

напряжения становятся все более востребованными [1-2] как для 

фундаментальных физических исследований (ускорители заряженных частиц 

[3-5]; изучение стримерных разрядов [6]), так и для прикладных физических 

задач (рентгеноимпульсные аппараты [7-8]; источники [9] и излучатели [10-12] 

высокоинтенсивных сверхширокополосных микроволновых импульсов, 

используемые, например, для радаров [13]; генераторы накачки для 

полупроводниковых [14-15] и газовых [16-17] лазеров; технология 

электроэрозионного фрезерования [18-19]; альтернативный способ 

дезинтеграции минеральных руд [20]). Кроме того, значительный интерес 

представляет изучение воздействия нано- и субнаносекундных видеоимпульсов 

напряжения на биологические объекты (микроорганизмы в воде [21] и жидких 

пищевых продуктах [22]; мембраны клеток [23-24]; раковые опухоли [25]). 

Сравнительно недавно считалось, что предельные возможности подобных 

генераторов определяются исключительно характеристиками высоковольтных 

ключей – минимальным временем их срабатывания, а также максимально 

допустимыми значениями тока и напряжения. Однако в 60-ые годы прошлого 

столетия была продемонстрирована возможность использования нелинейных 

линий передачи (на основе феррита и сегнетоэлектриков) для формирования 

ударных электромагнитных волн (см. одни из первых работ [26-28]). Данный 

эффект позволяет получать импульсы с фронтами, длительность которых не 

превышает одной наносекунды (см. главу 23 монографии [29]). В современных 

работах нелинейные линии передачи используются в сочетании с 

быстродействующими ключами, что позволяет получать установки с 

уникальными параметрами генерации [30-37]. 

Однако теория нелинейных линий передачи, используемая в работах 

[26-37], ограничивается случаем, в котором электромагнитные волны, проходя 

через материальную среду, не изменяют ее термодинамического состояния. 

Очевидно, что это предположение сужает класс нелинейных эффектов, которые 
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можно предсказать теоретически. По этой причине цель настоящей статьи – 

разработка модели материальных сред, в которых нелинейные эффекты 

возникают из-за изменения их термодинамического состояния. 

Стоит отметить, что похожие модели исследовались ранее, однако вне 

контекста генераторов наносекундных видеоимпульсов. Например, в [38-39] 

предлагается модель микроволнового нагрева диэлектрической среды с 

потерями, в которой учитывается изменение характеристик среды при 

увеличении температуры. Изучались ранее и такие процессы, как изменение 

формы волновых пакетов из-за тепловых потерь в капиллярных световодах [40], 

металлических волноводах [41], а также в диэлектрической среде с потерями 

[42]. В работе [43] предлагается модель распространения видеоимпульсов в 

плазме, учитывающая изменение температуры как электронного газа, так и 

ионной решетки. 

Отметим, что в каждой из работ [38-43], используется понятие 

температуры, которая является термодинамической величиной. Но, несмотря на 

это, в данных работах опускается вопрос о том, являются ли рассматриваемые 

модели материальных сред термодинамическими (для этого необходима 

проверка выполнения начал термодинамики). В данной статье мы впервые 

предлагаем модель нелинейной материальной среды, для которой выполняются 

начала термодинамики, а также закон сохранения энергии. 

Нелинейные эффекты (искажение формы профиля видеоимпульса при его 

распространении) в нашей модели возникают из-за сочетания двух факторов: 

наличия ненулевой проводимости среды и наличия зависимости поляризации 

среды от температуры. 

1. Уравнения модели 

Будем считать, что материальная среда обладает удельной 

проводимостью σ и абсолютной диэлектрической проницаемостью ε. Пусть 

σ = const, а ε зависит от температуры среды T (для T в статье используется шкала 

Кельвина). Теоретическое рассмотрение нелинейных эффектов в таких средах 
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связано с рядом трудностей. Так, при компьютерном моделировании 

необходимо корректное сопряжение численных схем (для уравнений Максвелла 

и теплопереноса), доказательство сходимости которых сложно и, как правило, не 

проводится [38-43]. Решить же аналитически подобные задачи удается в 

единичных случаях. В связи с этим, для упрощения расчетов мы считаем, что: 

• пучок электромагнитных волн распространяется в одном направлении 

(вдоль оси Oz); 

• зависимостями ε и σ от частоты электромагнитного излучения можно 

пренебречь; 

• явления дисперсии и дифракции слабо проявляются на фоне возникающих 

нелинейных эффектов. 

Заметим, что, хотя в модели ε и σ не зависят от частоты излучения, явление 

дисперсии будет возникать из-за σ ≠ 0. Действительно, даже в случае ε, σ = const, 

волновое число k обладает реальной k+ и мнимой k– частями, которые 

вычисляются по формулам [44]: k± = k0((1+p2)1/2±1)1/2/21/2, k0 = ω(εμ0)
1/2, 

p = σ/(εω), где ω – циклическая частота излучения. 

Предположим, что справедливы следующие материальные уравнения 

 D = ε(T)E = ε0E + P = ε0(1+χ(T))E, j = σE, B = μ0H, (1) 

где B, D – векторы магнитной и электрической индукции; H, E – векторы 

напряженности электрического и магнитного поля; j – вектор плотности тока 

электронов проводимости; P – вектор поляризации среды; χ(T) – относительная 

диэлектрическая восприимчивость; μ0, ε0 – магнитная и электрическая 

постоянные. При этом P = ε0χ(T)E, ε(T) = ε0(1+ χ(T)). 

Далее, пусть E(z,t) = E(z,t)ex, H(z,t) = H(z,t)ey (ex, ey – орты, направленные 

вдоль координатных осей). Тогда из уравнений (1) следует, что D = D(z,t)ex, 

P = P(z,t)ex, B(z,t) = B(z,t)ey, j(z,t) = j(z,t)ex (см. рис. 1). В таком случае уравнения 

Максвелла принимают вид системы: 

 ∂z E = −μ0∂t H, −∂z H = ∂t D + j = ε0∂t E+ ∂t P + j. (2) 

Здесь и далее операция взятия частной производной по какой-либо переменной 

ξ обозначается символом ∂ξ. 
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Рис. 1. Схема, поясняющая вывод уравнений. 

Поскольку ε = ε(T), чтобы система (1)-(2) была замкнутой, ее нужно 

дополнить еще одним уравнением для температуры. Это уравнение может быть 

выведено из первого начала термодинамики. Запишем его для единицы объема 

пространства: δQ = dU + dA. Здесь δQ – количество тепла, поглощаемое 

единицей объема среды; U – сумма внутренней энергии среды U′ и энергии 

электромагнитного поля U′′ в единице объема среды; dA – работа, совершаемая 

единицей объема среды. В нашем случае работа может совершаться лишь за счет 

изменения электромагнитного поля, поэтому dA = −EdD−HdB. Поскольку 

U′′ = (ε0E
2+ μ0H

2)/2, а D = ε0E + P, первое начало термодинамики можно 

переписать относительно U′: 

 δQ = dU′− EdP. (3) 

Согласно стандартной процедуре [45], для определения U′ необходимо 

решить систему уравнений в частных производных 

 ∂TU′(P,T) = CP(P,T), (4) 

 ∂PU′(P,T) = E(P,T) −T∂T E(P,T), (5) 

при заданных CP(P,T) и E(P,T). Здесь CP(P,T) – удельная (на единицу объема) 

теплоемкость материальной среды при постоянной поляризации. С учетом того, 

что E(P,T) = P/(ε0χ(T)), проинтегрировав уравнение (5), получим: 

 U′(P,T) = f(T) + P2(χ-1(T) − T∂T χ
-1(T))/(2ε0), (6) 
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где f(T) – некоторая функция температуры. Подставляя (6) в (4), найдем, что 

 CP(P,T) = C0(T) + С1(P,T), C0(T) = ∂T f(T), С1(P,T) = − P2T∂TT χ
-1(T)/(2ε0). (7) 

Здесь С1 представляет собой составляющую теплоемкости, которая 

возникает из-за температурной зависимости χ(T). Из (7) следует, что C0 может 

зависеть только от температуры. Поэтому C0 является составляющей 

теплоемкости, связанной с тепловым движением атомов кристаллической 

решетки. Можно представить C0 в виде C0 = сρ, где с – удельная на единицу 

массы теплоемкость, ρ – плотность материальной среды. Для упрощения 

расчетов мы полагаем с, ρ = const. В таком случае с точностью до постоянного 

слагаемого 

 U′(P,T) = сρT + P2(χ-1(T) − T∂T χ
-1(T))/(2ε0). (8) 

Существование решения системы уравнений (4)-(5) гарантирует, что для 

исследуемой модели материальной среды локально выполняется второе начало 

термодинамики [45] (возможно введение энтропии как непрерывной и дважды 

дифференцируемой функции аргументов P,T). Выполнение третьего начала 

(стремление энтропии системы к нулю при стремлении температуры к нулю) 

возможно достичь при учете температурной зависимости C0(T) при T→0. 

Далее, найдем δQ. Для этого рассмотрим малый объем ΔV = ΔxΔyΔz, 

заполняемый средой (рис. 1). В этом объеме за счет джоулева нагрева за время 

Δt выделится тепло δQ0 = EjΔVΔt (величина Ej однозначно интерпретируется как 

джоулево тепло, поскольку, согласно (1), Ej = σE2 > 0 в любой момент времени). 

Помимо этого, через границы объема ΔV будет происходить теплообмен с 

окружающей его средой. Поскольку мы предполагаем, что физические величины 

не зависят от координат x и y, тепловой поток будет направлен вдоль оси Oz. 

Согласно закону Фурье (см. выбранные направления тепловых потоков на рис.1), 

через левую стенку ΔV за время Δt проходит количество тепла равное 

δQ1 = −κ∂zT(z)ΔxΔyΔt, а через правую – δQ2 = κ∂zT(z+Δz)ΔxΔyΔt. Здесь κ = const – 

коэффициент теплопроводности. Тогда δQ = (δQ2 + δQ1 + δQ0)/ΔV. Устремляя ΔV 

и Δt к нулю, получим 

 δQ/dt = Ej + κ∂zzT. (9) 
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Разделим (3) на dt и подставим (9) в (3). Учтем (8), а также то, что 

dχ/dt = ∂Tχ×∂tT. В получившемся выражении сгруппируем слагаемые с ∂tT в его 

левой части, получим: 

 

2

0

2

0

( / 2)

( / 2)

zz T t
t

TT

jE T T E
T

c E T

+  −   
 =

 +   
. (10) 

Система уравнений (1), (2), (10) является замкнутой относительно функций 

E(z,t), T(z,t), H(z,t). Для этой системы справедлив закон сохранения энергии. 

Действительно, умножим первое уравнение системы (2) на H, а второе уравнение 

на –E. Сложив, полученные равенства, после перегруппировки слагаемых 

выведем соотношение ∂z(EH) + ∂t(ε0E
2 + μ0H

2)/2 = –E∂tP–Ej. Используя формулы 

(3) и (9), нетрудно показать, что E∂tP+ Ej ≡ ∂tU ′– κ∂zzT, поэтому справедливо 

равенство 

 ∂z(EH –∂z(κT)) + ∂t(ε0E
2/2 + μ0H

2/2 +U′)  = 0. (11) 

Интегрируя (11) по переменной z от –∞ до +∞, получим закон сохранения 

энергии 

 ( )2 2

0 0/ 2  / 2  d dE H U z U z const

+ +

− −

 +  +   =  . (12) 

2. Упрощение уравнений модели 

Сделаем еще ряд некоторых уточнений и упрощений. 

Во-первых, решение системы (1), (2), (10) мы будем искать при заданных 

начальных условиях. При моделировании реального эксперимента, конечно, 

более корректно решать задачу с граничными условиями, описывающими 

прохождение импульса через границу раздела вышеописанной нелинейной 

материальной среды со средой, где происходит генерация импульса. Однако в 

данной статье мы интересуемся исключительно нелинейными эффектами 

распространения. Поэтому будем считать, что к моменту времени t0, который мы 

примем за начальный, видеоимпульс уже прошел через границу раздела и 

полностью локализован в нелинейной материальной среде. Пусть температура 

материальной среды при t = t0 постоянна и равна T0. Также предположим, что к 
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моменту времени t0 нелинейные эффекты не успевают существенно повлиять на 

динамику распространения импульса. Поэтому импульс, распространяющийся в 

нелинейной среде, при t ≤ t0 можно представить в виде плоской 

электромагнитной волны, бегущей вдоль оси Oz с 

постоянной фазовой скоростью υ0 = (ε(T0)μ0)
−1/2: E(z,t) = E0×f(z/L−υ0(t−t0)/L), 

H(z,t) = H0×f(z/L −υ0(t−t0)/L). Здесь E0, H0 – амплитуды электромагнитных полей 

начального импульса; L – некоторая константа; f – функция, которая задает 

форму профиля начального импульса. Будем считать, что f(ξ) ≠ 0 только при 

|ξ|≤1/2, а max|f| = 1. В качестве такой функции для определенности выберем 

 

В таком случае константа L представляет собой длину начального 

импульса в среде, а продолжительность начального импульса в среде Δt = L/υ0. 

Подставляя решения E(z,t), H(z,t), имеющие вид бегущих волн, в первое 

уравнение системы (2), получим H0 = E0/(μ0υ0). Пусть для определенности t0 = 0, 

тогда начальные условия примут вид 

 E(z,0) = E0f(z/L), H(z,0) = E0f(z/L)/(μ0υ0), T(z,0) = T0. (13) 

Во-вторых, конкретизируем зависимость χ = χ(T). Будем считать ее 

линейной, имеющий вид 

 χ(T) = χ0(1 + γ(T−T0)), (14) 

где γ – некоторый коэффициент пропорциональности, имеющий размерность 

К−1, χ0 = const – относительная диэлектрическая восприимчивость среды при 

T = T0. 

В-третьих, будем предполагать, что процесс теплопереноса, возникающий 

из-за температурных градиентов, происходит достаточно медленно во 

временном масштабе распространения электромагнитного импульса. Это 

условие можно сформулировать в виде условия малости безразмерного 

параметра s = κΔt/(cρL2). Действительно, пусть после прохождения импульса 

температура среды увеличивается на ΔT. Очевидно, что этот процесс нагрева 

будет занимать характерное время Δt, а распределение температуры в 

(1 cos(2 )) / 2, 1 / 2
( )

0, 1 / 2
f

 +   
 = 
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пространстве будет характеризоваться масштабом длины L. Поэтому 

κ∂zzT ≈ κΔT/L2, cρ∂tT ≈ cρΔT/Δt. При s << 1, следовательно, κ∂zzT << cρ∂tT. Для 

оценки s возьмем характерные для твердых тел значения ρ = 103 кг/м3, c = 103 

Дж/(кг×К), κ = 103 Вт/(м×К). Пусть продолжительность импульса Δt = 1 нс, тогда 

s ≈ (1+χ)×10-11. 

При линейной зависимости (14) уравнение (10) упростится, так как 

∂Tχ = γχ0 и ∂TTχ = 0. Далее, полагая s << 1, в упрощенном уравнении мы 

пренебрежем слагаемым κ∂zzT. В итоге уравнение (10) примет еще более простой 

вид 

 cρ∂tT = jE−γ χ0T∂t(ε0E
2/2). (15) 

Далее удобно ввести безразмерные физические величины: время τ = t/Δt; 

координату ξ = z/L; напряженности электрического и магнитного полей E 

(ξ,τ) = E/E0, H (ξ,τ) = H/H0; температуру среды T (ξ,τ) = T/ΔT и начальную 

температуру T 0 = T0/ΔT. Здесь ΔT = (E0)
2σΔt/(cρ) – характерное увеличение 

температуры среды после прохождения импульса (эта оценка ΔT сделана для 

линейного случая, в котором ρc∂tT = σE2). Тогда, подставляя равенство 

∂tP = ∂t(χ(T)E) = χ(T)∂tE + E∂Tχ∂tT в (2), а затем исключая из (2) ∂tT при помощи 

(15), сведем уравнения (2), (10), (13), (15) к системе 

 ∂ξE  + ∂τH   = 0, ∂ξH  +{1 + β(T −T 0) − αβT E 2}∂τE  = −(β/α)E  (1 + αE  2), (16) 

 ∂τT   = E  2 − α T   ∂τ(E  2/2) (17) 

с начальными условиями 

 E (ξ,0) = H  (ξ,0) = f(ξ), T  (ξ,0) = T 0. (18) 

Здесь введены два безразмерных постоянных коэффициента: 

α = γε0χ0(E0)
2/(cρ), β = ασΔt/(ε0(1+χ0)) = σΔt(E0)

2γχ0/(cρ(1+ χ0)). Заметим, что в 

уравнения (16)-(17) входит всего три безразмерных коэффициента: α, β, T 0. 

Таким образом, решения системы (16)-(17) определяются только тремя данными 

коэффициентами и начальным профилем импульса, задаваемым функцией f(ξ). 

Будем считать, что решение системы (16) можно представить в виде 

бегущей вдоль оси Oz волны с медленно меняющимся профилем: 

E (ξ,τ) = E (ξ−τ,ηξ), где η – малый параметр. В таком случае, используя метод 
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Хохлова, систему (16) можно свести к одному уравнению. Исключая из системы 

(16) H , приведем ее к волновому уравнению ∂ξξE − ∂ττE  = ∂τF, где 

F = F(ξ,τ,E ) = β(T −T 0)∂τE – αβT  (E )2∂τE + βE (1+αE 2)/α. Согласно методу 

Хохлова [46], редуцированное уравнение имеет вид ∂ξE  + ∂τE = −F/2. 

Сгруппируем в редуцированном уравнении слагаемые, содержащие 

производные, в его левой части. Умножим данное уравнение на E . Затем сделав 

в полученном уравнении и в уравнении (17), замену W(ξ,τ) = E  2/2 (функцию W 

можно интерпретировать как безразмерную плотность энергии электрического 

поля в вакууме), придем к системе: 

 ∂ξW + [1 + β(T  −T 0)/2 − αβWT   ]∂τW  = −βW (1 + 2αW)/α, (19) 

 ∂τT   = 2W− α T   ∂τW (20) 

с начальными условиями 

 W(ξ,0) = f 2(ξ)/2, T  (ξ,0) = T 0. (21) 

Отметим, в чем заключаются преимущества системы (19)-(20) над 

исходной системой (1), (2), (10). 

Уравнение (19) легче для интерпретации, чем исходная система (2), 

поскольку оно является уравнением типа переноса. Если его 

записать в виде ∂ξW+(1/u)∂τW = −Wσ′, становится очевидным, что 

u(W,T  ) = [1 + β(T −T 0)/2 − αβWT  ]-1 есть безразмерная фазовая скорость 

распространения импульса, а σ′(W) = (1+2αW)β/α можно рассматривать как 

некоторую эффективную безразмерную проводимость. Действительно, в 

отсутствие нелинейности γ→0, а σ′→ σΔt/(ε0(1+χ0)) = σ×const. Заметим, что при 

α < −1 в тех точках профиля импульса, для которых выполняется условие 

W > 1/|2α|, σ′(W) принимает отрицательное значение. Это означает, что 

амплитуда импульса в этих точках должна возрастать с течением времени. Таким 

образом, «−1» является критическим значением параметра α: при α < −1 

возникает эффект нелинейного роста амплитуды импульса. Отрицательные 

значения α при χ0 > 0 соответствуют средам с γ < 0, при этом знак β также будет 

отрицательным. Поскольку α ~ (E0)
2, для конкретных параметров материальной 

среды данный нелинейный эффект будет наблюдаться при превышении 
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некоторого порогового значения амплитуды начального импульса 

E0
* = (сρ)1/2/(ε0χ0|γ|)1/2. 

Отметим, что среды, для которых γ < 0 в микроволновом диапазоне длин 

волн, существуют в реальности. В таблице 1 приведены оценки γ и E0
* для таких 

сред. При расчетах предполагалось, что коэффициент линейного теплового 

расширения τl мал по сравнению с температурным коэффициентом 

диэлектрической проницаемости τε = (dε/dT)/ε (англ. temperature coefficient of 

permittivity) и температурным коэффициентом резонансной частоты τf = (df/dT)/f 

(англ. temperature coefficient of resonance frequency), поэтому справедлива 

формула τε = −2τf (более подробную информацию о коэффициентах τf, τε можно 

найти в [47]). Таким образом γ ≡ τε(1+ χ0)/χ0≈−2τf(1+ χ0)/χ0. 

Таблица 1. Физические характеристики некоторых сред с отрицательным 

температурным коэффициентом диэлектрической проницаемости. 

 
Материальная 

среда 

c, 

[Дж/(г×К)] 
ρ, [г/см3] частота χ0 γ, [10-3×К−1] 

E0
*, 

[ГВ/м] 
Ссылки на источники 

Al (порошок) 0.90 1.36 2.45 ГГц 17 −2.2 1.9 [48] 

SrTiO3 0.56 5.10 2.4 ГГц 263 −2.6 0.69 [49-50] 

политетрафтор

этилен 
1.50 2.20 10 ГГц 1.1 −0.76 21 

[51], 

https://www.matweb.com/s

earch/datasheet_print.aspx?

matguid = 4e0b2e88eeba4a

aeb18e8820f1444cdb 

CaTiGeO5 0.62 3.97 1 МГц 69 −0.62 2.5 

[52-53], 

https://materialsproject.org/

materials/mp-17784/ 

CaCu3Ti4O12 0.65 4.7 
3.4...9.5 

ГГц 
84 −0.89 2.1 [54-55] 

TiO2 0.68 4.0 500 ГГц 100 −1 1.75 [56] 

 

Как видно из табл. 1, пороговое значение E0
* по порядку своей величины 

составляет 1 ГВ/м. В то же время, рекордные пиковые мощности P, достигаемые 

на современных генераторах видеоимпульсов нано- и субнаносекундной 

длительности, составляют до 100 ТВт [1, 57]. Если считать, что вся мощность 

100 ТВт равномерно излучается в вакуум в сферу радиуса r, для напряженности 

электрического поля можно сделать следующую оценку: 

https://www.matweb.com/search/datasheet_print.aspx?matguid=4e0b2e88eeba4aaeb18e8820f1444cdb
https://www.matweb.com/search/datasheet_print.aspx?matguid=4e0b2e88eeba4aaeb18e8820f1444cdb
https://www.matweb.com/search/datasheet_print.aspx?matguid=4e0b2e88eeba4aaeb18e8820f1444cdb
https://www.matweb.com/search/datasheet_print.aspx?matguid=4e0b2e88eeba4aaeb18e8820f1444cdb
https://materialsproject.org/materials/mp-17784/
https://materialsproject.org/materials/mp-17784/
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E = ((μ0/ε0)
1/2×P/(4πr2))1/2 [В/м] ≈ (0.05[ГВ])/(r[м]). Если принять r = 0.1 м, 

получим E = 0.5 ГВ/м. Таким образом, напряженности поля порядка 1 ГВ/м, 

в принципе, являются достижимыми на современных установках. Кроме того, 

использование массивов рупорных антенн [10-12] позволяет создавать 

направленные излучатели наносекундных видеоимпульсов, в которых возможно 

достижение еще больших значений напряженности поля. 

Еще одно преимущество системы (19)-(20) связано с тем, что от уравнения 

в частных производных (10) был проведен переход к обыкновенному 

дифференциальному уравнению (20), которое можно решить аналитически 

относительно функции T  : 

 
τ

( ,τ) ( ,0) ( ,τ )

0

0

( ,τ) 2 ( , τ ) dτW W We e W e
−     

 
  = +  

 
T T . (22) 

Скажем несколько слов о физическом смысле приближения η << 1. 

Согласно методу Хохлова, при η→0 решение W(ξ,τ)→W(ξ−τ). Это означает, что 

уравнение (19) при η→0 должно вырождаться в линейное однородное уравнение 

переноса ∂ξW + ∂τW = 0. Поэтому, очевидно, что неравенство η << 1 выполняется, 

если |u−1| << 1 и |σ′| << 1. 

В конце раздела отметим, что для системы (19) и (20) справедлив 

некоторый аналог закона сохранения энергии (12). Если скомбинировать 

определенным образом уравнения (19) и (20), можно показать справедливость 

равенства 

 ∂ξW + ∂τ{W[1 + β(T  −T 0)/2] + βWT  /2 + βT  /(2α)} = 0. (23) 

Интегрируя (23) по переменной ξ от –∞ до +∞, получим закон сохранения: 

 . (24) 

В конце раздела отметим, что распространение электромагнитного 

видеоимпульса в длинной линии, заполненной вышеописанной нелинейной 

средой, описывается такой же системой уравнений (19)-(20) [58], отличие 

заключается лишь в определении постоянных коэффициентах α, β, T 0. 

 0 0[1  ( ) / 2]     / 2    ( ) / (2 )  dW W const

+

−

+  − +  +  −   = T T T T T



ЖУРНАЛ РАДИОЭЛЕКТРОНИКИ, ISSN 1684-1719, №10, 2023 

13 

3. Решение методом характеристик 

Систему (19)-(20) можно свести к одному уравнению, подставив (22) в (19). 

Полученное уравнение, однако, будет интегро-дифференциальным, из-за чего 

метод характеристик к нему не может быть применен. Поэтому мы рассмотрим 

случай, когда в фигурных скобках (22) можно пренебречь интегральным 

слагаемым по сравнению с T  0 e
αW(ξ,0). Покажем, что такое приближение работает 

при T  0 >> 1. Действительно, поскольку длительность видеоимпульса в 

безразмерных единицах Δτ = 1, для интегрального слагаемого справедлива 

оценка: 

 

Из начального условия следует, что 

. 

Следовательно, интегральное слагаемое можно оценить как eα/2, а 

слагаемое T 0 e
αW(ξ,0) – как T 0 e

α/2. Поэтому при T 0 >> 1 можно считать, что 

T  = T  0e−α{W(ξ,τ)−W(ξ,0)} и уравнение (19) принимает вид 

∂ξW + [1+ βT 0 (e
−α{W(ξ,τ)−W(ξ,0)} −1)/2 − αβWT 0 e

−α{W(ξ,τ)−W(ξ,0)}]∂τW =  

 = −βW (1 + 2αW)/α. (25) 

Уравнение (25) уже может быть решено методом характеристик. Согласно 

данному методу, уравнение (25) заменяется эквивалентной системой 

обыкновенных дифференциальных уравнений, описывающих в 

параметрической форме движение каждой точки профиля 

импульса в пространстве (ξ,τ,W): dξ(θ)/dθ = 1, dW(θ)/dθ = −βW(1 + 2αW)/α, 

dτ(θ)/dθ = (1 − βT 0/2) + βT  0e−α{W(ξ,τ) −W(ξ,0)}(1−2αW)/2. Если разделить уравнения 

друг на друга, можно полностью перейти от параметрической зависимости к 

временной. В таком случае количество уравнений сокращается до двух, а 

движение точек профиля импульса описывается в пространстве (ξ,W): 

 dξ(τ)/dτ = {(1 − βT  0/2) + βT  0e−α{W(ξ,τ) −W(ξ,0)}(1−2αW)/2}-1, (26) 

τ

,
0

2 dτ 2 dτ 2maxW W WWe We We

+

  

 
−

   

2

, 0
max max ( ) / 2 1/ 2W f
 = 

=  
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 dW(τ)/dτ = − (dξ(τ)/dτ)×βW(1 + 2αW)/α. (27) 

Систему (26)-(27) мы решаем численно (при помощи метода Рунге-Кутты 

4-ого порядка). Профиль импульса в момент времени τ′ > 0 строится следующим 

образом. Рассматривается N точек профиля начального импульса при τ = 0. 

Каждой такой i-ой точке сопоставляется начальное условие ξi(0), Wi(0), при 

котором решается система (26)-(27). В таком случае при τ = τ′ множество, 

состоящее из N точек ξi(τ′), Wi(τ′) – решений системы (26)-(27) – будет 

представлять собой профиль импульса в момент времени τ = τ′. 

Заметим, что фазовая скорость распространения 

импульса u в приближении T  0 >> 1 рассчитывается по формуле: 

u = u(W) = {(1 − βT 0/2) + βT0e
−α{W(ξ,τ) −W(ξ,0)}(1−2αW)/2}-1, а уравнение (26) можно 

переписать в виде dξ(τ)/dτ = u(W). Таким образом, скорость точки профиля 

импульса dξ(τ)/dτ зависит от значения W в данной точке. Это означает, что 

разные точки профиля импульса будут двигаться с разными скоростями. При 

du(W)/dW > 0 (при du(W)/dW < 0), точки, находящиеся вблизи максимума 

импульса, будут двигаться быстрее (медленнее), чем точки, расположенные у 

основания импульса. Этот процесс в некоторый момент времени τ* приводит к 

явлению, известному как, опрокидывание фронта волны (см. рис. 2a-в). 

При τ ≤ τ*, функция W(ξ,τ) является однозначной функцией аргумента ξ 

(рис. 2a-б), однако при τ = τ* в некоторой точке ξ′ производная ∂ξW(ξ,τ*) 

стремится к бесконечности (рис. 2б). 
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W(ξ,τ<τ*)
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(a)                                                   (б)

(в)                                                   (г)

W(ξ,τ>τ*)
ξ

ξ' ξ''
ξ*

 

Рис. 2. Схематическое изображение явления опрокидывания фронта волны и 

формирования ударной волны. Рисунок соответствует случаю du(W)/dW > 0. 

При τ > τ* существуют уже две точки ξ′ и ξ′′, в которых производная 

∂ξW(ξ,τ) стремится к бесконечности. При этом W(ξ,τ) перестает быть 

однозначной функцией аргумента ξ и на отрезке [ξ′,ξ′′] обладает тремя ветвями 

1, 2, 3 (см. рис. 2в). Для построения однозначного решения в таком случае на 

отрезке [ξ′,ξ′′] проводится вертикальная граница, соединяющая 1 и 3 ветви 

(см. рис. 2г). Для определения координаты границы ξ* = ξ*(τ) мы используем 

закон сохранения (24): при фиксированном τ мы соединяем 1 и 3 ветви W(ξ,τ) 

таким образом, чтобы интеграл, входящий в выражение (24), сохранял свое 

первоначальное значение, рассчитанное при τ = 0. 

4. Результаты и обсуждение 

На рисунках 3a-г построены графики профилей видеоимпульса в 

различные моменты времени τ = 2, 5, 10 и 20. График 1 соответствует функции 

W(ξ − τ,0) – профилю начального импульса, смещенного по оси ξ на τ единиц. 

Этот график иллюстрирует то, каким образом распространялся бы импульс в 

отсутствие нелинейности при α = β = 0. Остальные графики 2-3 соответствуют 

нелинейному случаю α = − 1.5, β = −0.0004, T  0 = 100. График 2 соответствует 

многозначному решению W(ξ,τ). Этот график приведен для иллюстрации 
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динамики опрокидывания волнового фронта. График 3 соответствует 

однозначному решению W(ξ,τ), выделенному из многозначного. На данном 

графике можно наблюдать непосредственно фронт ударной волны. При этом 

ударная волна, согласно методу характеристик, формируется примерно в момент 

времени τ = 2.54. 

Для иллюстрации изменения формы импульса с течением времени на рис.4 

построены графики зависимостей Wmax(τ)/Wmax(0), S(τ)/S(0), h(τ)/h(0), где 

S(τ) = ∫W(ξ,τ)dξ – площадь под графиком функции W (эта площадь 

пропорциональна энергии электрического поля, содержащейся в 

видеоимпульсе); Wmax(τ) – максимальное значение функции W(ξ,τ) при 

фиксированном τ; h(τ) – ширина импульса W(ξ,τ = fix) на половине высоты, 

соответствующей Wmax(τ)/2 (т.е. полуширина). Отметим, что для начального 

импульса S(0) = 3/16 = 0.1875, Wmax(0) = 0.5, h(0) = (arcos(21/2−1))/π ≈ 0.364. 

График 1 на рис. 4 соответствует зависимости Wmax(τ)/Wmax(0), рассчитанной для 

многозначного решения, а график 2 – для однозначного. Если масштабировать 

график 1 (см. увеличительную выноску на рис. 4), можно увидеть, что амплитуда 

многозначного решения, растет с течением времени. Этот рост можно наблюдать 

также и на увеличительной выноске рисунка 3г для кривой 2 от начального 

значения Wmax(0) = 0.5 до Wmax(20) = 0.50145. Данный рост наблюдается в силу 

того, что α < −1. Однако, амплитуда реального импульса (реальному импульсу 

соответствует однозначное решение W(ξ,τ)) уменьшается с течением времени 

(кривая 2 на рис. 4, а также кривая 3 на рис. 3б-г). Причиной этого является 

формирование фронта ударной волны, «отсекающего» ту часть многозначного 

решения W(ξ,τ), для которой выполняется условие W > 1/|2α|, необходимое для 

роста амплитуды. Различия между графиками 1 и 2 на рис. 4 начинают 

появляться примерно в момент времени τ = 3.35. 

График 3 на рис. 4 соответствует зависимости S(τ)/S(0), а график 4 – 

зависимости h(τ)/h(0). Площадь импульса, как и его полуширина, растут при 

0 < τ < 0.5, это связано с особенностями задания начальных условий при τ = 0. 

Затем, площадь импульса медленно уменьшается с течением времени, это 
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объясняется тем, что энергия импульса переходит в тепловую энергию. 

Полуширина импульса с течением времени увеличивается. Рост h(τ) начинается 

примерно в момент времени τ = 2.5, что, вероятно, связано с началом 

формирования ударной волны. 

На рис. 5 приведены пространственные спектры импульса 

|S(Λ,τ)| = |∫E(ξ,τ)exp(iΛξ)dξ| при τ = 0 (график 1) и τ = 20 (график 2). Центральный 

максимум спектра становится более узким с течением времени. Это связано с 

увеличением полуширины импульса. Боковые максимумы спектра 

увеличиваются. Это происходит из-за появления резкой границы ударного 

фронта, из-за которой возникают более высокие пространственные частоты. 

 

(a) 
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(б) 

 

(в) 
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(г) 

Рис. 3. Профили видеоимпульса в различные моменты времени τ = 2 (a), τ = 5 

(б), τ = 10 (в), τ = 20 (г), при параметрах α = − 1.5, β = −0.0004, T  0 = 100. 

 

Рис. 4. Временная зависимость отношений амплитуды, площади и полуширины 

импульса к их начальным значениям. 
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Рис. 5. Графики пространственного спектра импульса |S(Λ,τ)| рассчитанные при 

τ = 0 (кривая 1) и τ = 20 (кривая 2). 

Заключение 

Ценность разработанной в данной статье модели состоит в том, что она 

консервативна, для нее справедливы начала термодинамики, а также в том, что 

эта модель способна предсказывать динамику изменения формы профиля 

видеоимпульса. Из упрощенных уравнений модели следует, что данная 

динамика определяется тремя безразмерными параметрами α, β и T  0. 

Было показано, что в приближении T  0 >> 1 уравнения модели могут быть 

решены при помощи метода характеристик. 

Для α < −1, что соответствует отрицательному температурному 

коэффициенту диэлектрической проницаемости, теория предсказывает 

нелинейное увеличение пиковой мощности импульса. Однако данный 

нелинейный эффект конкурирует с другим нелинейным эффектом: 

формированием ударной электромагнитной волны. Это конкурирование 
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приводит к тому, что амплитуда импульса сначала увеличивается, а затем 

начинает уменьшаться с течением времени. Однако при T   0  >>1 ударная волна 

формируется достаточно быстро, из-за чего увеличение пиковой мощности 

импульса крайне незначительно. Кроме того, формирование ударной волны 

приводит к увеличению полуширины импульса. Из-за этого центральный 

максимум спектра импульса сужается, а боковые максимумы спектра 

увеличиваются. 

Мы показали, что данные нелинейные явления в принципе могут быть 

исследованы на современных установках. В практических приложениях 

вышеописанные нелинейные эффекты могут быть использованы для получения 

импульсов с большой крутизной фронта. 

В будущем мы планируем разработать разностную схему для решения 

уравнений модели, что позволит нам рассмотреть нелинейные эффекты вне 

приближения T  0 >> 1. При T  0 < 1 формирование ударной волны должно 

происходить медленнее, поэтому рост пиковой мощности импульса должен быть 

более значительным. 

Финансирование: Госзадание. 
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