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Аннотация. Предмет исследования. Разработан алгоритм расчета изменения 

уровня сигнала пиксела матрицы, при смещении кружка рассеяния объектива 

относительно центра пиксела матрицы в диапазоне 0º-90º. Спектральная 

чувствительность пиксела постоянна в пределах его площади. Рассмотрены два 

вида распределения облученности пиксела: распределение в кружке рассеяния 

объектива в виде гауссоиды вращения и равномерной облученности.  

Метод. В основу расчета положен метод разбиения кружка рассеяния объектива 

на пикселе матрицы на отдельные области, по которым производятся 

вычисления сигнала. Смещение кружка рассеяния объектива на ∆x по оси Х  

и на ∆y по оси Y берется в нормированном к радиусу пятна виде. Для создания 

двумерного графика зависимости сигнала пиксела от смещения кружка 

рассеяния объектива по осям X, Y вводим приведенное относительное смещение 

кружка рассеяния объектива γ. Основные результаты. Разработан алгоритм 

расчета изменения уровня сигнала пиксела матрицы, при смещении кружка 

рассеяния объектива относительно центра пиксела матрицы для двух случаев 

облученности пиксела: распределение в кружке рассеяния объектива  

в виде гауссоиды вращения и равномерной облученности.  

Построена зависимость нормированного сигнала пиксела матрицы  

от преобразованного относительного смещения кружка рассеяния объектива γ  
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под углом 0º, 30º, 45º, 60º, 90º для вышеуказанных случаев облученности. 

Практическая значимость. В системах наведения и сопровождения 

космических объектов, астродатчиках широко используются матричные 

фотоприемники. Т.к. используется спектр сигналов, то можно  

кружок рассеяния объектива аппроксимировать функцией Гаусса.  

Для расфокусированной оптической системы используется равномерное 

распределение. При смещении кружка рассеяния объектива относительно центра 

пиксела матрицы происходит падение сигнала матрицы, что при малом 

отношении сигнал-шум может приводить к срыву сопровождения  

или увеличению погрешности измерения угловых координат космического 

объекта. Результаты данных исследований могут использоваться  

для моделирования системы наведения на цель, а также данный метод расчета 

можно использовать для разработки алгоритма вычислении сигнала  

при облучении 4-х пикселей и смещении кружка рассеяния объектива 

Ключевые слова: объектив, дифракция, матрица, пиксель, функция Бесселя, 

функция Гаусса, диск Эйри. 

Автор для переписки: Знаменский Игорь Всеволодович, 

igorznamenskii@yandex.ru  

Введение 

В системах наведения и сопровождения космических объектов (КО), 

астродатчиках широко используются матричные фотоприемники [1,2]. 

Если угловой размер объекта меньше углового размера пиксела, то его 

оптическое изображение в плоскости матрицы фотоприемника (ФП) 

определяется кружком рассеяния объектива (КРО). 

Изображение, сформированное от малоразмерного точечного источника, 

вписывается в пиксель матрицы, что обеспечивает максимизацию отношения 

сигнал-шум [1]. При смещении КРО относительно центра пиксела матрицы 

происходит падение сигнала на выходе матрицы, что при малом отношении 

сигнал-шум может приводить к срыву сопровождения или увеличению 

погрешности измерения угловых координат КО [2-4]. 

mailto:igorznamenskii@yandex.ru
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При оценке сигнала, считанного пикселем матрицы, необходимо 

учитывать распределение облученности по площади КРО. Для качественного 

объектива распределение облученности в КРО в фокальной плоскости 

описывается функцией Бесселя [5-7]. Этот случай является чисто теоретическим, 

т.к. при этом рассматривается только одна длина волны. 

В настоящей работе рассмотрен случай, когда КРО, сформированный  

от точечного источника, вписан в квадратный пиксель матрицы и учитывается 

только дифракция. 

В реальных условиях при приеме спектра сигналов рассеянного 

солнечного излучения от КО, часто используется гауссова аппроксимация 

распределения облученности КРО в фокальной плоскости объектива [4,5]. 

Аппроксимация равномерной облученностью в фокальной плоскости 

объектива используется для оптических систем с пониженным разрешением или 

для расфокусированных систем [4,5]. 

В [4,5] рассмотрены два случая аппроксимации КРО: гауссоида вращения 

и равномерное распределение облученности, но при этом смещение КРО  

не рассматривается. 

Оптимизация соотношения между радиусом КРО и размером пиксела ФП, 

обеспечивающей максимальную точность оценки координат центров 

изображений малоразмерных объектов, посвящен целый ряд работ [8-12]. 

В работе [11] показано, что различные алгоритмы обладают не просто 

различной точностью, но и минимум СКО для них достигается при различном 

размере элемента разложения. В работе [12-14] исследована методическая 

погрешность, зависящая от положения изображения звезды относительно 

растровой структуры ПЗС-матрицы. В работе [15,16] используется гауссоида. 

Сбор сигнала осуществляется с помощью адаптивного выделяющего фильтра. В 

КРО попадало 83,78 % энергии точечного объекта, аналогично как в данной 

статье. 
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В данной работе не рассматривается определение оптимального КРО 

относительно размера пиксела, т.к. он меняется в зависимости от выбранного 

критерия. 

Задача данной работы – это нахождение величины сигнала пиксела 

матрицы в зависимости от величины смещения пятна ∆x по оси X и ∆y по оси Y. 

При смещении КРО изменяется мощность облучения пиксела (Ps) 

𝑃𝑠 = ∫ 𝐸𝑑𝑆
𝑆

, 

где E – облученность пиксела по площади S. 

На выходе потенциальной ямы КМОП матрицы регистрируется число 

электронов (Ns), определяемое выражением 

, 

где: τac – время накопления;  

ε – квантовая эффективность;  

h – постоянная Планка;  

c – скорость света;  

λ0 средняя длина волны облучения, λ0 = (λ1 + λ2 )/2;  

λ1 и λ2 минимальная и максимальная длина волны облучения пиксела. 

Следовательно, число электронов на выходе потенциальной ямы КМОП 

матрицы пропорционально облученности пиксела по площади S. 

Получены математические соотношения для различных углов смещения 

КРО и построены графики зависимости сигнала пиксела от приведенного 

относительного смещения γ для 0°, 30°, 45°, 60°, 90°. Рассмотрен случай,  

когда ∆x = ∆y, т.е. смещение КРО относительно пиксела осуществляется  

под углом 45º. Максимальное смещение КРО по каждой оси равно ∆x = ∆y = R.  

В этом случае на рассматриваемый пиксель попадает четвертая часть  

от исходной энергии. Рассмотрено смещение КРО по оси Y (α = π/2)  

при отсутствии смещения по оси X и смещение КРО по оси X (α = 0)  

при отсутствии смещения по оси Y. 

  
0acSS

/hcPN
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Особенностью данного метода расчета заключается в том,  

что при расчете не нужно учитывать ненулевые зазоры между пикселами,  

т.к. вычисления проводятся от центра КРО при смещении пиксела. 

1. Исходные математические соотношения 

Началом оси смещения КРО относительно матрицы является точка z, он 

и угол смещения α показан на рис. 1, рис. 2. Определим сигнал пиксела матрицы 

в зависимости от величин смещения ∆x и ∆y по осям X и Y. 

Здесь 
yx

,  – относительное смещение КРО по осям X и Y, соответственно: 

 

Результирующее смещение КРО происходит по оси R , где  

 
2

y

2

x

5,0

, (1) 

при .1,1,414,1
maxminmaxminmaxmin
 

yyyxxx
 


minyminx

, – минимальное относительное смещение КРО по осям X и Y, 

соответственно; 
maxymaxx

,  ‒ максимальное относительное смещение КРО  

по осям X и Y, соответственно; α – угол смещения КРО (рис. 1). 

0),(tg1
minxminy
  , для 4/0  , (2) 

0),(ctg1
minyminx
  , для 2/4/  . (3) 

Если 1 , что соответствует граничному значению 1
bo

, т.е. точка q 

лежит на окружности (рис. 1, рис. 2). 

Уравнение прямой zf имеет вид  

Y = (X − R) tg (α) + R или X = (Y-R) ctg (α) + R. 

 

Уравнение прямой zf, нормированной к радиусу КРО R, имеет вид  

1)(tg)1(
xy

   или 1)(ctg)1(
yx

  . (4) 

.R/y1,R/x1
yx

 
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Преобразовав выражение (4) с учетом (2), получим  

 

Обозначим приведенное относительное смещение по оси Y 

)(tg
xminyyytr

  . 

Преобразовав выражение (4) с учетом (3), получим  

)(ctg
yminxx

 . 

Обозначим приведенное относительное смещение по оси X 

 

Введем ось смещения КРО γ. Она проходит из центра координат,  

и параллельна η 

    cos22
5,0

xxytr
для 4/0  , (5) 

    sin22
5,0

yyxtr
для 2/4/  , (6) 

при  
yx

,4/  и  . 

Смещение КРО относительно пиксела матрицы где 1 , соответствует 

перемещению точки z в точку q. При этом КРО разбивается на четыре основные 

области матрицы:  

S1, S2 = S21 + S22, S3 = S31 + S32, S4 = S4a + S4b (рис. 1, рис. 2).  

).(tg
xminyy

 

).(ctg
yminxxxtr

 
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Рис. 1. КРО смещен под углом 4/  относительно пиксела,  

при 1 . 
Если угол смещения КРО лежит в диапазоне 2/4/  , то при Y = 0, 

X = Xmin и S3 = S30 ≠ 0. Также, если угол смещения КРО лежит в диапазоне 

4/0  , то при X = 0, Y = Ymin и S2 = S20 ≠ 0. Если угол смещения КРО  

равен 4/ , то при Xmin = 0, Ymin = 0 и S2 = S3 = 0. 

Каждая из 4-х областей (рис. 1, рис. 2) кроме 1-й разделены на две области. 

Такое разделение необходимо для определения пределов интегрирования. 

На рис. 1 показана разбивка областей КРО на 4-е основные области  

при смещения КРО. 

При 414,11
maxbo

   изменяются области интегрирования. Область 

интегрирования S4a превращается в S4c, а S4b в S4d. При этом добавляется область 

S43 (рис. 3, рис. 4). 
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Рис. 2. КРО смещен под углом 4/  относительно пиксела,  

при 1 . 

При смещении КРО вдоль оси Y (под углом α = 90º) при отсутствии 

смещения по оси X, 
y
, т.е. R  равно отрезку 0c. Сигнал с площади S1 = S3 не 

меняется в диапазоне смещения КРО. Площадь S4 = S2 = S21 + S22,  

поэтому достаточно вычислить сигналас площадей S1 и S2. 

При смещении КРО вдоль оси X (под углом α = 0º) и отсутствии смещения 

по оси Y, 
x
, т.е. R  равно отрезку 0t. Сигнал с площади S1 = S2  

не меняется в диапазоне смещения КРО. Изменяется сигнал с площади S3 = S4. 

поэтому достаточно вычислить сигнал с площадей S1 и S3. 
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Рис. 3. КРО смещен под углом 4/  относительно пиксела,  

при 1 . 

 

Рис. 4. КРО смещен под углом 4/ относительно пиксела,  

при 1 . 
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2. Облученность в КРО распределена равномерно 

Распределение облученности на пикселе матрицы задается  

выражением [5]: 

G (x,y) = A, при z = (x2 + y2) 0,5 ≤ R; 

G (x,y) = 0, при z > R, 

где R – радиус пятна,  

x, y – координаты точки изображения. 

Функция рассеяния точки (ФРТ) аппроксимируется цилиндром. 

Константа А выбирается из условия нормировки [4]. Коэффициент p, 

равный 0,838, введен, чтобы энергия в КРО при равномерной облученности 

соответствовала энергии в центральном кружке при распределении 

облученности в виде функции Бесселя. 

)/( 2
RpΑ  . 

Найдём сигнал пиксела матрицы в зависимости от величин смещения КРО 

на ∆x и ∆y по осям X и Y, соответственнои для различных углов смещения КРО. 

Для вычисления сигнала, запишем выражение интеграла J0 в полярных 

координатах 













2

1

2

1

0 ddAJ . (7) 

Выражение (7) используем для любой области КРО, различаются только 

пределы интегрирования. 

Вычислим сигнал, сформированный областью S1 пиксела матрицы. 

Пределы интегрирования для площади S1, ограниченной прямыми a0, d0  

и дугой ad (рис. 1, рис. 2), равны 

R  2121
,0,2/3, . (8) 

Тогда сигнал U1, сформированный площадью S1 равен 

2095,0
2/32

21  




dR
U

A . 
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Уровень сигнала U1 не зависит от смещения пятна по оси X и оси Y,  

если Rx 0  и Ry 0 . 

Интеграл U2 с областью интегрирования S2 разбивается на две области 

интегрирования S21 и S22. Результирующая площадь зависит от диапазона углов. 

Для угла смещения расположенного в диапазоне 4/0  при 
min

, 

S2 = S20, aдля угла смещения расположенного в диапазоне 2/4/  

при 
min

S2 = 0. 

Площадь S20 ограничена прямыми 0a, 0f, fg и дугой ag (рис. 2). 

  )2/()arcsin(
2

min1
5,0

minmin20








  yyy

pU , 

где U20 – сигнал, сформированный площадью S20 при 2/4/   
min

. 

Вычислим сигнал U21, сформированный областью пиксела матрицы, 

соответствующей площади интегрирования S21, ограниченной прямыми b0, a0  

и дугой ab (рис. 1, рис. 2). Выражение интеграла в полярных координатах 

соответствует (7), но с другими пределами интегрирования [17] 

R
y

  2143
,0,),arcsin( ; (9) 









y

p
d

AR
U arcsin

22

4

3

2

21
  , 

где 1
min

 
yy

. 

Вычислим сигнал U22, сформированный областью пиксела матрицы, 

соответствующей площади интегрирования S22 (рис. 1, рис. 2), ограниченной 

прямыми b0, bc, c0. 

Пределы интегрирования имеют вид  

  sin/,0),arcsin(,2/
4365 yy

R . (10) 

Вычислив внешний интеграл, находим U22 [17]: 


 






sin
2

6

5

22
/

2
 d

p
U

y
. 
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Окончательно получим 

  )2/(
2

1
5,0

22
  yy

pU ,  

где 1
min

 
yy

. 

Сложив U21 и U22, получим U2: 

  )2/()arcsin(
2

1
5,0

2








  yyy

pU . 

Интеграл с областью интегрирования S3 разбивается на две области 

интегрирования S31 и S32. Результирующая площадь зависит от диапазона углов. 

Для угла смещения расположенного в диапазоне 4/0  при 
min

S3=0, 

aдля угла смещения расположенного в диапазоне 2/4/  

при 
min

, S3 = S30. 

Площадь S30 ограничена прямыми 0f, 0d, fg и дугой dg (рис. 1).  

  )2/()arcsin(
2

1
5,0

minmin30








  yxX

pU , 

где U30 –сигнал, сформированный площадью S30 при 4/0  , 
min

. 

Сигнал U31, сформированный областью пиксела матрицы, 

соответствующей площади интегрирования S31 (рис. 1, рис. 2), ограниченной 

прямыми d0, e0 и дугой de.Выражение интеграла в полярных координатах 

соответствует (7), но с другими пределами интегрирования [17] 

R
x

  2187
,0),arccos(,2/ ; (11) 










x

p
d

AR
U arcsin

22

8

7

2

31
, 

где 1
min

 
xx

. 

Сигнал U32, сформированный областью пиксела матрицы, 

соответствующей площади интегрирования S32 (рис. 2), ограниченной  

прямыми t0, e0 и te. Выражение интеграла в полярных координатах 

соответствует (7), но с другими пределами интегрирования [17] 
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  cos/,0,0),arccos(
21109 xx

R . (12) 

Вычислив внешний интеграл, находим U32 [17]: 


 






 cos
2

10

9

2

32
/

2
d

p
U

x . 

Окончательно получим 

  )2/(2
1

5,0

32
 

xx
pU , 

где 1
min

 
xx

. 

Сложив U31 и U32, находим U3: 

  )2/()arcsin( 2
1

5,0

3






  

xxx
pU . 

Область интегрирования S4 разбивается на две области  

интегрирования S4a и S4b. 

Вычислим сигнал U4a, сформированный областью пиксела матрицы, 

соответствующей площади интегрирования S4a (рис. 1, рис. 2), ограниченной 

прямыми c0, cq, q0. 

Исходное выражение соответствует соотношению (7). Пределы 

интегрирования для площади S4а равны  

  sin/,0,2/),/arcsin(
431211 yy

R , (13) 

где  
yboyybo minmin

,1 .

Вычислив внешний интеграл,находим U4a [17]: 

 
 







12

11

2

2

4 sin
2

d
p

U
y

a . 

Окончательно получим 

)2/(
4

 
yxa

pU , при  
xboxxyboyy minmin

, . 

Вычислим сигнал U4b, сформированный областью пиксела матрицы, 

соответствующей площади интегрирования S4b (рис. 2), ограниченной  

прямыми t0, qt, q0. 
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Исходное выражение соответствует соотношению (7). Пределы 

интегрирования для площади S4b равны 

  cos/,0),/arccos(,0
431413 xx

R . (14) 

Вычислив внешний интеграл, находим U4b[17]: 

 
 







14

13

2

2

4 cos
2

d
p

U
x

b
. 

Окончательно получим 

)2/(
4

 
yxb

pU , при  
xboxyboyy

0,
min

. 

Сложив U4a и U4b, получим U4: 

  /
4 yx

pU ,  

при  
yboyyxboxx minmin

, . 

Вычислим сигнал U4, сформированный при 414,11   (рис. 3, рис. 4). 

При 414,11   образуется дополнительно область S43. 

На рис. 3 представлено смещение КРО относительно пиксела под углом 

большим, чем 4/ , т.е. 63°, при 1 . На рис. 4 представлено смещение КРО 

относительно пиксела под углом меньшим, чем 4/ , т.е. 27°, при 1 . 

Вычислим сигнал U4c, сформированный областью S4с пиксела матрицы 

 при 414,11  . 

Выражение интеграла в полярных координатах соответствует (7). Пределы 

интегрирования имеют вид 

  sin/,0,2/),arcsin(
431615 yy

R , (15) 

где 1,414,1
max

 
yybobo

. 

Вычислив внешний интеграл, находим U4с [17]: 

  )2/(
2

1
5,0

4
  yyc

pU , 

при 1 
yybo

. 
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Вычислим сигнал U43, сформированный областью S43 пиксела матрицы при 

414,1
bo

, т.к. при 10  
bo

, S43 = 0 и U43 = 0 (рис. 3, рис. 4). Выражение 

интеграла в полярных координатах соответствует (7). Пределы интегрирования 

имеют вид 

R
yx

  211817
,0),arcsin(),arccos( , (16) 

где  
maxmaxmax

,,414,1
yyyboxxxbobo

. 

Вычислив внешний интеграл, находим U43 [17]: 

  )2/()arccos()arcsin(
43

 
xy

pU , при 414,1
bo

. 

U43 = 0, при 10  . 

Вычислим сигнал U4d, сформированный областью S4d пиксела матрицы при 

414,1
bo

. 

Выражение интеграла в полярных координатах соответствует (7). Пределы 

интегрирования имеют вид 

  cos/,0),arccos(,0
432019 xx

R , (17) 

где 414,1
max

 
bo

. 

Вычислив внешний интеграл, находим U4d [17]: 

  )2/(2
1

5,0

4
 

xxd
pU , 

при 1 
xxbo

. 
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Рис. 5. Зависимость сигнала пиксела от    

при различных углах смещения КРО. 

Вычислим суммарный сигнал U4. 

U4=U4c+U4d+U43,при 414,1
max

 
bo

. 

  /
4 yx

pU , при 10  
bo

. 

Вычислим суммарный сигнал U0в зависимости от : 

U0 = U1 + U2 + U3 + U4. 

На рис. 5 представлены зависимости сигнала пиксела матрицы от    

при различных углах смещения КРО: 0º, 30º, 45º, 60º, 90º.  

При этом кривые для углов 0º и 90º, 30º и 60º полностью совпадают. 

Максимальный диапазон изменения сигнала пиксела получен для угла 

смещения 45º.  

3. Облученность в КРО распределена по закону Гаусса 

На практике используется аппроксимация облученности в КРО 

гауссоидой вращения. Распределение облученности в КРО задается 

 формулой [4] 

g (x,y) = AGexp {−(x2 + y2) /c2}. 

Константа с определяется из соотношения [1] 

 )1/(1ln/
22

pRc  , и 
22

2c , 
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где   – среднеквадратическое отклонение (параметр гауссоиды), p – уровень 

мощности, сосредоточенной в кружке рассеяния с окружностью радиусом R.  

p=1-exp(-R2/c2). 

Принимаем p = 0,838 от всей принятой мощности,  

тогда p соответствует нормированной мощности центрального кружка  

при распределении облученности в КРО в виде функции Бесселя. 

Обозначим 

k=R/c. (18) 

Константа АG выбирается из условия нормировки [5] 

1exp
2

22














 
 





dxdy
c

yx
AG

, 

где )/(1
2

cAG  . 

Пространственное распределение облученности представляет собой 

симметричную гауссоиду. В исходном состоянии КРО вписан в пиксель 

матрицы (рис. 1, рис. 2). При смещении кружка относительно пиксела 

матрицы на величину 0x  по оси X и на 0y  по оси Y, КРО разбивается 

на четыре области пиксела матрицы. 

Определим сигнал пиксела матрицы в зависимости от величин  

смещения x  и y  по осям X и Y соответственно. 

Запишем выражение интеграла J, для любого участка площади КРО,  

в полярных координатах 












dd

c
AJ G

)exp(
2

1

2

1

2

2

  . (19) 

Выражение (19) используем для любой области КРО, различаются только 

пределы интегрирования. 

Вычислим сигнал V1, сформированный областью пиксела матрицы, 

соответствующей площади интегрирования S1 (рис. 1, рис. 2). При вычислении 

облученности, принимаемой областью S1 пиксела матрицы, пределы 

интегрирования в выражении (19) соответствуют (8). 
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Делаем замену переменных во внешнем интеграле 

  ddtt ccc )/exp(2/),/exp(
22222

. (20) 

Пределы интегрирования, с учетом (18): 

t1 = 1, t2 = exp (-k2). (21) 

Тогда 

  k
cA

V dG 2

2

exp1*
2

2/3

1  




 . 

Окончательно получим 

2095,04/
2

1
 pcAV G

. 

Уровень облученности V1 не зависит от смещения пятна по оси X и оси Y, 

если Rx 0  и Ry 0 . 

Интеграл по области S2 разбивается на два интеграла: первый находится 

аналитически, а второй берется численным методом. 

Вычислим сигнал V21, сформированный областью пиксела матрицы, 

соответствующей площади интегрирования S21 (рис. 1, рис. 2). Выражение 

интеграла в полярных координатах соответствует (19). Пределы интегрирования 

соответствуют выражению (9). 

В выражении (19) во внешнем интеграле делаем замену переменных 

согласно выражению (20), тогда пределы интегрирования соответствуют 

выражению (21), и после взятия внешнего интеграла, V21 имеет вид [17,18] 

 )exp(1
2

2
2

21

4

3

k
cA

V dG  




 , 

или 

)2/()arcsin(
21

 
y

pV , 

где 414,1,1
minmin

 
yy

. 

Вычислим сигнал V22, сформированный областью пиксела матрицы, 

соответствующей площади интегрирования S22 (рис. 1, рис. 2). 
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Выражение интеграла в полярных координатах соответствует (19). Пределы 

интегрирования соответствуют выражению (10). 

В выражении (19) во внешнем интеграле делаем замену переменных 

согласно выражению (20), тогда пределы интегрирования с учетом (18) равны 

  sin
222

21
/exp,1

yktt . (22) 

После преобразования выражение для V22 имеет вид [17] 

 














 






6

5

sin
222

22
exparccos

2

1
dθkV yy

, 

где )arcsin(,2/
65  

y
, 1

maxmin
 

yyy
. 

В результате V2 = V21 + V22, или  

  )2/()arcsin()arccos(
22

  JV vyy
p , (23) 

где 1
min

 
yy

. 

  





6

5

sin
222

2
exp dkJ yv

, при )arcsin(,2/
65  

y
, (24) 

Интеграл JV2 берется численным методом. 

Для угла смещениярасположенного в диапазоне 4/0  

при 
min

, S2=S20, aдля угла смещениярасположенного в диапазоне

2/4/  при 
min

, S2=0. Площадь S20 ограничена прямыми 0a, 0f, fg  

и дугой ag (рис. 2). 

V20 определяется выражением (23) при значении ζy = ζymin, а также заменой  

ζy на ζymin в выражении (24) 

Интеграл по области S3 разбивается на два интеграла: первый находится 

аналитически, а второй берется численным методом. 

Вычислим сигнал V31, сформированный областью пиксела матрицы, 

соответствующей площади интегрирования S31 (рис. 1, рис. 2). Выражение 

интеграла в полярных координатах соответствует (19). Пределы интегрирования 

соответствуют выражению (11). 
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В выражении (19) во внешнем интеграле делаем замену переменных 

согласно выражению (20), тогда пределы интегрирования с учетом (18) 

соответствуют выражению (21), и после взятия внешнего интеграла V31 имеет 

вид [17] 

 )exp(1
2

2

2

31

8

7

k
cA

V dG 




  , 

или 

)2/()arcsin(
31

 
x

pV , 

где 414,1,1
minmin

 
xx

. 

Вычислим сигнал V32, сформированный областью пиксела матрицы, 

соответствующей площади интегрирования S32 (рис. 1, рис. 2). 

Выражение интеграла в полярных координатах соответствует (19). 

Пределы интегрирования соответствуют выражению (12). 

В выражении (19) во внешнем интеграле делаем замену переменных 

согласно выражению (20), тогда пределы интегрирования с учетом (18) равны 

  cos
222

21
/exp,1

xktt . (25) 

После преобразования выражение для V32 имеет вид [17] 

 












 






   
10

9

cos
222

32
exparccos

2

1
d

xx kV , 

где 0),arccos(
109
  x

, 1
min

 
xx

. 

В результате V3 = V31 + V32, или  

  )2/()arcsin()arccos(
33

  JV vxx
p , (26) 

где 1
min

 
xx

. 

  





10

9

cos
222

3
exp dkJ xv

 при 0),arccos(
109
  x

, 1
min

 
xx

. (27) 

Интеграл JV3 берется численным методом. 
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Для угла смещения КРОрасположенного в диапазоне 4/0  

при 
min

, S3= 0, aдля угла смещения расположенного в диапазоне 

,2/4/  при 
min

 S3 = S30. Площадь S30 ограничена прямыми 0d, 0f, fg и 

дугой dg (рис. 1). 

V30 определяется выражением (26) при значении  x x min
,  

а также заменой x
на 

minx
 в выражении (27). 

Область интегрирования S4 разбивается на две площади интегрирования 

S4a и S4b при 10   (рис.1, рис.2). Оба интеграла берутся численным методом. 

Вычислим сигнал V4a, сформированный областью пиксела матрицы, 

соответствующей площади интегрирования S4a. 

Выражение интеграла в полярных координатах соответствует (19). 

Пределы интегрирования соответствуют выражению (13). 

Делаем замену переменных согласно выражению (20), тогда пределы 

интегрирования внешнего интеграла соответствуют выражению (22). 

После преобразования выражение для V4a имеет вид 

  



sin

222

2

4
exp1

2

12

11

y

G

a k
cA

V d . 

Вычислив интеграл, выражение V4a принимает вид [17,18] 

  )2/()/arcsin(4/
44

  JV avya
pp ; 

  





12

11

sinexp 222

4 dkJ yav
.при 10  ,  

yboyy min
. 

Вычислим сигнал V4b, сформированный областью пиксела матрицы, 

соответствующей площади интегрирования S4b. 

Выражение интеграла в полярных координатах соответствует (19). 

Пределы интегрирования соответствуют выражению (14). 

Делаем замену переменных согласно выражению (20), тогда пределы 

интегрирования внешнего интеграла соответствуют выражению (25). 

После преобразования выражение для V4b имеет вид 
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  




 cos
222

2

4
exp1

2

14

13

xb k
c

V d
A . 

Вычислив интеграл, выражение V4b принимает вид [17,18] 

  )2/()/arcsin(25,0
44

  JV bvxb
p ,  

при 1
min

 ,  
xboxx min

,  
yboyy min

. 

Используя сумму выражений V4a и V4b, находим V4: 

  )2/()/arcsin()/arcsin(5,0
444

  JJV bvavyx
p ,  (28) 

при 1
min

 
bo

,  
xboxx min

,  
yboyy min

. 

При 0  V4 = 0. 

Вычислим сигнал V4, сформированный при 414,11  (рис. 3, рис. 4). 

При 414,11   образуется область S43. Вычислим сигнал V43, сформированный 

областью пиксела матрицы, соответствующей площади интегрирования S43 V43 = 

0, т.к. S43 = 0 при 10  . 

Выражение интеграла в полярных координатах соответствует (19). 

Пределы интегрирования соответствуют выражению (16). 

Делаем замену переменных согласно выражению (20), тогда пределы 

интегрирования внешнего интеграла соответствуют выражению (21). 

После преобразования выражение V43 имеет вид [17] 

 k
c

V d
A 2

2

43
exp1

2

18

17

 




. 

Вычислив интеграл, выражение V43 принимает вид  

  )2/()arccos()arcsin(
43

 
xy

pV , при 414,11  . 

Вычислим сигнал V4c, сформированный областью пиксела матрицы, 

соответствующей площади интегрирования S4c (рис. 3), при 414,11  . 

Выражение интеграла в полярных координатах соответствует (19). 

Пределы интегрирования соответствуют выражению (15). 
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Во внешнем интеграле делаем замену переменных согласно 

выражению (22). После преобразования с учетом (18), выражение  

для V4c имеет вид: 

  



sin

222

2

exp1
2

16

15

4 y

G

k
cA

V dc
. 

Окончательно получим [17,18]: 

  )2/()arcsin(25,0
44

  JV cvyc
p ; 

  






16

15

222

sinexp
4 dkJ ycv

, при 2/),arcsin(
1615

  x
. 

Вычислим сигнал V4d, сформированный областью пиксела матрицы, 

соответствующей площади интегрирования S4d (рис. 3, рис. 4), при 414,11  . 

Выражение интеграла в полярных координатах соответствует (19). Пределы 

интегрирования соответствуют выражению (17). 

Во внешнем интеграле делаем замену переменных согласно 

выражению (23). После преобразования с учетом (18), выражение  

для V4d имеет вид: 

  




 cos
222

2

exp1
2

20

19

4 x

G k
cA

V d
d

. 

Окончательно получим [17,18]: 

  )2/()arccos(
44

  JV dvxd
; 

  






20

19

222

cosexp
4 dkJ xdv

, при )arccos(,0
2019  

x
. 

Используя сумму выражений V4c, V4d, V43, находим сигнал  

V4 при 414,11  . 

V4 = V4c + V4d + V43 

    )2/()arccos()arcsin(15,0
444

  JJV dvcvxy
p , 

при 414,11  . 
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Зависимость V4 от  при 1
min

  соответствует выражению (28). 

Находим сумму сигналов пиксела, входящих в V0: 

V0 = V1 + V2 + V3 + V4. 

 
Рис. 6. Зависимость сигнала пиксела V0 от   

при различных углах смещения КРО. 

4. Сравнение зависимости сигналов V0 и U0 от приведенного 

относительного смещения КРО   в диапазоне углов 0º - 90º 

Используя математические выражения для сигнала U0, построены графики 

(рис. 5) зависимости от приведенного относительного смещения КРО при углах 

смещения КРО  0º, 30º, 45º, 60º, 90º.  

Используя математические выражения для сигнала V0, построены графики 

(рис. 6) зависимости от приведенного относительного смещения КРО при 

углах смещения КРО  0º, 30º, 45º, 60º, 90º.  

Из рис. 5, рис. 6 видно, что для обоих случаев при смещении КРО  

под углом 45º диапазон сигналов изменяется в 4 раза, а для углов 30º и 60º 

графики совпадают и диапазон сигналов уменьшается. Для углов смещении КРО 

под углом 0º и 90º графики также совпадают. Таким образом, графики полностью 

совпадают, если углы смещения КРО расположены симметрично относительно 

угла 45º.  
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Заключение 

1) Разработан алгоритм расчета сигнала для равномерной аппроксимации 

облученности пиксела матрицы в зависимости от смещения КРО под углом  

в диапазоне 0º - 90º и построены графики зависимостей уровня сигнала от  . 

2) Разработан алгоритм расчета сигнала для гауссовой аппроксимации 

облученности пиксела матрицы в зависимости от смещения КРО под углом  

в диапазоне 0º - 90º и построены графики зависимостей уровня сигнала от  . 

3) При смещении КРО под углом 45º на величину 1,41R относительно 

пиксела, сигнал меняется в 4 раза, а при смещении КРО вдоль одной из осей  

на величину R, сигнал меняется в 2 раза для гауссоиды и цилиндрической 

функции. 

4) Относительное смещение КРО максимально ( 414,1 ) при  45º  

и уменьшается при уменьшении или увеличении  , достигая 1   

при углах 0º или 90º. При этом диапазон изменений сигнала изменяется  

от максимального (в 4 раза) при  45º до минимального (в 2 раза)  

при углах смещения 0º и 90º. 

5) При смещении КРО под углами симметричными относительно 45º  

их графики полностью совпадают, как для гауссоиды так и для цилиндрической 

функции. 
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