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Аннотация.  Проводится обзор известных методов частотно-временного оце-

нивания сигналов. Рассматривается быстрый алгоритм частотно-временного 

оценивания одномодового комплексного сигнала. Приводятся результаты мо-

делирования рассмотренного алгоритма, проводится сравнение с алгоритмом 

оконного преобразования Фурье и нижней границей Крамера-Рао для оценки 

параметров ЛЧМ сигнала. 

Ключевые слова: частотно-временное оценивание, оконное преобразование 

Фурье, параметрическое оценивание, ЛЧМ, граница Крамера-Рао. 

Abstract. A review of known time-frequency estimation methods is presented. We 

consider a fast time-frequency estimation algorithm of single-tone complex signal. 

The results of the simulation algorithm are presented, the comparison with the Short-

time Fourier transform and Cramer-Rao lower bound is carried out for chirp signal 

parameters estimation. 

Keywords: time-frequency estimation, Short-time Fourier transform, parametric es-

timation, chirp, Cramer-Rao lower bound. 

Введение 

Одной из важных задач при анализе характеристик нестационарных сиг-

налов является построение оценок частотно-временных распределений – зави-

симости частотных параметров от времени [1–8]. Существует ряд методов для 
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оценки таких распределений: оконное преобразование Фурье (ОПФ), вейвлет-

преобразование, распределение Вигнера-Вилля [1–5], метод эмпирической мо-

довой декомпозиции в сочетании с преобразованием Гильберта-Хуанга [7, 8], 

построение параметрических частотно-временных распределений [9–11]. 

 Каждый из этих методов обладает рядом особенностей. Так, ОПФ обла-

дает всеми особенностями  БПФ – расширением частотного спектра для гармо-

нических сигналов с частотами не кратными частотным дискретам БПФ, сме-

щением оценок при уменьшении длины выборки. Вейвлеты позволяют полу-

чить хорошую время-частотную локализацию для многих важных приложений 

в обработке сигналов. Однако, базисные вейвлет-функции, адекватно отража-

ющие частоты гармонических составляющих, сходны с базисными функциями 

ОПФ и не дают существенного преимущества в части точности оценки часто-

ты. Кроме того, для анализа узкополосных сигналов (а к таким задачам отно-

сится оценка несущих частот) и Фурье- и вейвлет- базисы избыточны, требуют 

большого объема памяти и существенных вычислительных затрат. К недостат-

кам преобразования Вигнера-Вилля можно отнести интерференции, обуслов-

ленные квадратичными свойствами этого преобразования, появление ложных 

пиков на частотно-временной плоскости, ухудшение разрешения при примене-

нии процедур сглаживания, необходимость вычисления БПФ [1,4]. Метод эм-

пирической модовой декомпозиции (ЭМД) в сочетании с преобразованием 

Гильберта-Хуанга не содержит избыточного базиса, однако для построения эм-

пирических мод используются трудоемкие вычислительные процедуры, огра-

ничивающие его применение в системах реального времени [7, 8]. 

Параметрические методы [9] построения частотно-временных распреде-

лений [3,4, 10] представляют интерес по следующим причинам: 

- для выборок ограниченного объема методы данной группы могут давать 

лучшие результаты по спектральному разрешению, чем рассмотренные выше 

[9];  
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- для параметрических авторегрессионных (далее АР) методов базис раз-

ложения заранее не задан, а точность оценки частоты определяется корректно-

стью выбранной модели, длиной выборки и отношением сигнал/шум (ОСШ). 

Отметим, что максимально правдоподобной [12] оценкой (МП-оценкой) 

частоты является периодограммная оценка [13]. В частности для оценки часто-

ты сигнала с одной спектральной составляющей данная оценка имеет вид [13, 

14] 

( ))(argmax ω=ω
ω

PМП

⌢
,                           (0) 

где  )(ωP  – периодограмма сигнала.  

На практике при оценке частоты сигналов с ограниченным набором дан-

ных вычисление периодограммы осуществляется при помощи БПФ с использо-

ванием известной процедуры дополнения нулями до заданного дискрета БПФ, 

что влечет за собой дополнительные вычислительные затраты. Для низких по-

рядков АР-моделей существует возможность найти некоторый компромисс 

между точностью оценки и вычислительной сложностью, используемых алго-

ритмов. Этим компромиссом является использование АР-оценок, что подтвер-

ждается результатами моделирования, представленными в [11]. 

Параметрические частотно-временные распределения 

Для анализа частотно-временных распределений (ЧВР) сигналов с огра-

ниченным набором спектральных составляющих и хорошо согласующихся с 

АР-моделью сигнала возможно использование параметрического частотно-

временного распределения (ПЧВР) или параметрической спектрограммы   

2
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где  АРP  – спектральная оценка, полученная одним из известных методов ав-

торегрессионного спектрального оценивания [9] над данными ][mKX , выделен-

ными скользящим окном длительностью K отсчетов; 
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na
⌢  – оценка АР-параметра, запись ])[( ma Kn X⌢  означает, что АР-параметр вы-

числен по данным ][mKX ; 

 p – порядок АР-модели; 

дT – интервал дискретизации сигнала; 

m – сдвиг во временной области; 

ω  – угловая частота; 

][mKX  – вектор комплексных отсчетов, получаемый из входного вектора 

][mX  посредством скользящего окна длительностью K, сдвиг m соответствует 

центральному отсчету вектора ][mKX . Вектор ][mKX  имеет вид: 
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Идея параметрической спектрограммы аналогична идее оконного преоб-

разования Фурье: исходная выборка обрабатывается скользящим окном шири-

ной K отсчетов, в пределах этого окна вычисляются спектральные оценки с по-

мощью АР-методов [9]. Присутствующее в формуле (1) дискретное преобразо-

вание Фурье можно исключить, используя тот факт, что для оценки частот сиг-

нала и соответствующих им амплитуд могут быть использованы аргументы и 

модули корней ])[( mn KXα⌢  характеристического полинома: 

∑
=

−+=
p

n

n
Kn zmazA

1

])[(1)( X⌢ . 

Каждому сдвигу m скользящего окна можно поставить в соответствие 

множество картежей I = {I1, I2, …, Ip}, где In = { nω , nP }, nω   – оценка частоты n-

комплексной экспоненты,  nP  – оценка мощности n-комплексной экспоненты. 

Тогда ПЧВР можно представить в матричном виде  
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2

])[( mP Knn Xα= ⌢ ; 

arg – функция взятия аргумента комплексного числа. 

Параметрические частотно-временные распределения на основе АР-

модели  первого порядка для одномодовых сигналов 

Под одномодовым сигналом будем понимать сигнал, математическая мо-

дель которого представима в виде [1, 7, 8]:  

( )[ ]0)(π2exp)( ϕ+= ttfjAts ,                                     (3) 

где  t – время; 

 A – амплитуда; 

 f(t) – функция мгновенной частоты; 

0ϕ  – начальная фаза. 

Одной из распространенных задач при анализе радиосигналов является 

отслеживание закона изменения несущей частоты f(t) в выражении (3). По-

скольку в ряде случаев, например, для сигналов с линейной частотной модуля-

цией (ЛЧМ), скорость изменения мгновенной частоты мала, допустимо разбие-

ние исходного сигнала на достаточно короткие временные интервалы и описа-

ние каждого интервала гармонической моделью сигнала. Математическая мо-

дель несущего колебания на выходе квадратурного приемника после гетероди-

нирования представляет собой комплексную экспоненту. Известно [9, 12], что 

модель комплексной экспоненты может быть описана формирующим фильтром 

первого порядка 

]1[ˆ][ˆ −⋅= nxсnx , 

где   ( )дTjс ω= exp  – АР-параметр; 

 ( )0exp]0[ˆ ϕ= jx ; 

 дT  – интервал дискретизации. 
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Несложно показать, что оптимальной с точки зрения метода наименьших 

квадратов оценкой АР-параметра является оценка вида 

( )
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где   N – число отсчетов в выборке; 

 ( )1,cov −nn XX  – выборочный коэффициент ковариации исходной выбор-

ки и выборки сдвинутой на один отсчет; 

)( 1
2

−σ nX – выборочная дисперсия исходной выборки; 

* – знак комплексного сопряжения. 

Поскольку выборочная дисперсия )( 1
2

−σ nX  в выражении (4) является 

нормирующей величиной и влияет лишь на оценку коэффициента затухания 

комплексной экспоненты, оценка частоты может быть получена в виде 









−= ∑

−

=

1

0

* ]1[][argω
N

n

nxnx ,                                                 (5) 

где arg – функция взятия аргумента комплексного числа. 

Оценка частоты по формуле (5) представлена в работах [15, 16]. В много-

численных работах (например, [14, 17, 18]) проводятся исследования и предла-

гаются модификации данной оценки. Модификации обычно сводятся к исполь-

зованию некоторых взвешивающих функций при вычислении оценок по фор-

муле (5) и процедур фильтрации, что улучшает статистическую устойчивость 

оценки. 

В некоторых случаях использование немодифицированной формы (5) 

представляется более интересным. Это связано с тем, что на основе выражений 

(4) и (5), можно построить вычислительно-эффективные алгоритмы оценки ча-

стотно-временных распределений. Однако, стоит отметить факт низкой эффек-

тивности данной оценки для значений аргумента в окрестностях, кратных π2 , 

поскольку оценка частоты меняется скачкообразно в силу свойств функции 

арктангенса. 
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Положим K нечетным, тогда согласно формулам (2, 4) оценка частоты на 

m-шаге может быть получена как 
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а на m+1 шаге  

( )]1[arg
]1[

]1[

1][1][

]1[][

arg]1ω[
2

1
2/)1(1

2/)1(2

*

2/)1(1

2/)1(2

*

+=








+
+=

























−−

−
=+

∑

∑

−++

−−+=

−++

−−+= mc
ms

ms

nxnx

nxnx

m
Km

Kmn

Km

Kmn ⌢
.   (7) 

Заметим, что  

]1[][]1[][][]1[ 2
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]1[]1[]1[1][][]1[ 2
*

21
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где  2/)1(11 −−+= Kmn ; 

2/)1(12 −++= Kmn . 

Для удобства изменим порядок индексов в (6) и (7). Для этого введем пе-

ременную l  = m + (K–1) / 2 с индексацией ω  по l.  Тогда выражения (6, 7) можно 

преобразовать к виду 
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где l = {K, K+1, …, N}. 

 

Рисунок 1 – Блок-схема быстрого алгоритма вычисления ПЧВР комплексной 
экспоненты с оптимизацией по использованию памяти 

С учетом (8, 9) быстрый алгоритм можно представить блок-схемой, при-

веденной на рисунке 1. При этом существует возможность уменьшения числа 

комплексных умножений, поскольку произведения, представляющие «добавки» 

и «вычеты» в выражениях (8, 9) вычисляются дважды: на m-ой итерации в ка-

честве «добавок» и на (m+K–1)-ой итерации в качестве «вычетов». Введя пару 
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циклических буферов для временного хранения в них «добавок», вычисляемых 

по формулам (8, 9),  можно сократить количество комплексных умножений на 

)(2 KN −× .  

 
Рисунок 2 – Блок-схема быстрого алгоритма вычисления ПЧВР комплексной 

экспоненты с оптимизацией по числу комплексных умножений 

Блок-схема алгоритма вычисления ПЧВР с оптимизацией по количеству 

умножений представлена на рисунке 2. Этот алгоритм может быть эффективно 

реализован в последовательном виде в устройствах обработки сигналов в ре-

альном времени. 



ЖУРНАЛ РАДИОЭЛЕКТРОНИКИ, N1, 2016 

10 

Необходимо отметить, что представленные алгоритмы позволяют прово-

дить одновременную оценку АР-параметра c
⌢
и частоту сигнала ω . Когда тре-

буется оценка только частоты, вычисления по формуле (9) можно опустить, 

приняв делитель 2s  равным единице. 

Отметим, что рекуррентные соотношения (8), (9) в общем случае облада-

ют крайне нежелательным свойством – неустойчивостью, что определяет огра-

ниченность их применения в практических приложениях. Неустойчивость дан-

ных соотношений может проявляться для сигналов, отличающихся от принятой 

модели данных, с низким отношением сигнал шум, с высокой скоростью изме-

нения мгновенной частоты. По этим причинам могут потребоваться дополни-

тельные процедуры обработки исходных данных.   

Результаты моделирования 

Рассмотрим возможности практического применения предложенного 

выше алгоритма. На рисунке 3 представлена осциллограмма комплексной оги-

бающей радиосигнала с импульсной модуляцией, оцифрованной с частотой 

дискретизации 1 ГГц. 

 

Рисунок 3 – Осциллограммы комплексной огибающей исходного сигнала  
с импульсной модуляцией 
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 По осциллограмме видно, что в сигнале присутствует некоторая паразит-

ная частотная модуляция. На рисунке 4,а представлена спектрограмма этого же 

сигнала, полученная с помощью ОПФ с шириной окна Хемминга 1024 отсчета 

без перекрытия и с добавлением нулей до 131072 отсчетов, а на рисунке 4,б – 

результат наложения ПЧВР на спектрограмму рисунка 4,а. ПЧВР выполнено  с 

параметром K = 1024 (белая линия). С помощью спектрограммы, изображенной 

на рисунке 4,а можно обнаружить некоторую нестабильность частоты в пачках 

сигнала. При этом идентификация закона изменения частоты затруднительна, 

поскольку имеет место известное «растекание» спектра при вычислении БПФ. 

Однако, представленное на рисунке 4,б частотно-временное распределение бо-

лее чётко локализует частоту сигнала (белая линия) и позволяет сделать вывод, 

что частота сигнала изменяется по некоторому гармоническому закону. 

 

Рисунок 4 – Частотно-временное распределение 
а) ОПФ с окном Хемминга 1024 отсчета, Nfft = 131072  

б) ОПФ с окном Хемминга 1024 отсчета + ПЧВР (К = 1024) 
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Стоит отметить, что результаты ОПФ можно представить в более чёткой 

форме, подобно результатам ПЧВР – с помощью кривой. Для этого при постро-

ении частотно-временного распределения используются лишь спектральные 

отсчеты с максимальной энергией, согласно (0). Однако в этом случае оценка 

частоты при малом числе отсчетов БПФ может оказаться смещенной, а проце-

дура дополнения нулями требует дополнительных вычислительных затрат. 

Продемонстрируем данное обстоятельство, решив задачу оценки параметров 

ЛЧМ сигнала, относящегося к классу одномодовых сигналов в соответствии с 

определением (3). 

Математическая модель ЛЧМ сигнала, получаемого после оцифровки 

комплексной огибающей, может быть описана следующим выражением 

( )[ ] ][)π2π2(exp][ 0 nwnbnfjAns +ϕ++= ,                       (10) 

где  A – амплитуда сигнала; 

        n – номер отсчета, n = 0, 1, N–1; 

        f  – значение несущей частоты в начале периода времени формирования; 

b – коэффициент, характеризующий скорость  изменения несущей часто-

ты; 

 0ϕ  – начальная фаза сигнала; 

][nw  – аддитивный белый гауссовский шум с дисперсией 2σ . 

Рассчитаем границы Крамера-Рао (ГКР) для параметров A, f, b и 0ϕ . Со-

ставим информационную матрицу Фишера согласно [12] 
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Найдя обратную матрицу )(1 θ−I  и воспользовавшись формулами Фа-

улхабера [19], получим нижнюю границу Крамера-Рао для всех неизвестных 

параметров в выражении (10) 

( )
N

A
2

var
2σ≥ ;  ( )

)45()2(

6618096
var

242

2

+−ηπ
+−≥
NNN

NN
f ; 

( )
)45()2(

90
var

242 +−ηπ
≥

NNN
b ; ( )

)23(2

699
var

2

2

0 ++η
+−≥ϕ
NNN

NN
, 

где 
2

2

σ
=η A

– отношение сигнал/шум. 

 Проведем оценку параметров  f и b. Для этого оценим частотно-

временное распределение ][nFK

⌢
, после чего построим уравнение линейной ре-

грессии nbfnFK

⌢⌢⌢
+=][  и оценим параметры f

⌢
 и b

⌢
 с помощью метода 

наименьших квадратов. 

 Для построения оценки частотно-временного распределения ][nFK

⌢
 вос-

пользуемся рассмотренным в данной статье алгоритмом ПЧВР и алгоритмом 

оценки частот по максимумам ОПФ. Для лучшей временной локализации сдвиг 

окна ОПФ будем выполнять на один отсчет. Для уменьшения смещения оценки 

частоты воспользуемся процедурой дополнения нулями до различных значений 

Nfft.  

На рисунках 5–13 представлены зависимости среднеквадратической 

ошибки оценок параметров ЛЧМ, выраженной в дБ, полученные в результате 

численного эксперимента по формуле 

( )2
10log10 ε=εdB ,                                             (11) 

где  ( )∑
−

=
−=ε

1

0

2
0

2 1 M

i

xx
M

⌢
; 

 x
⌢

 – оценка параметра ЛЧМ; 

 0x  – номинальное значение параметра ЛЧМ; 

 M – число экспериментов, для фиксированного ОСШ. 

 Общее число отсчетов в выборке N = 512, M = 1000. 
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 Так же на  этих рисунках приведена граница Крамера-Рао, выраженная в 

дБ. Необходимо отметить, что сравнение полученных оценок с границей Кра-

мера-Рао [12, 20] не является в полной мере математически строгим. Это связа-

но с тем, что данные оценки являются смещенными (по причине ограниченного 

размера выборки). Кроме этого оценка среднеквадратической ошибки (11) не 

является выборочной оценкой дисперсии в чистом виде. Несмотря на это, такая 

практика сравнения оценок с ГКР широко применяется (например, в [16–18]). В 

действительности выражение (11) характеризует как выборочную дисперсию,  

так и смещение оценки.  
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Рисунок 5 – Зависимость среднего квадрата ошибки оценки параметров f  и b 
ЛЧМ сигнала от ОСШ (N=512, K=16, f = 0,1, b = 10-6) 

 
Рисунок 6 – Зависимость среднего квадрата ошибки оценки параметров f  и b 

ЛЧМ сигнала от ОСШ (N=512, K=32, f = 0,1, b = 10-6) 
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Рисунок 7– Зависимость среднего квадрата ошибки оценки параметров f  и b 

ЛЧМ сигнала от ОСШ (N=512, K=64, f = 0,1, b = 10-6) 
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Рисунок 8 – Зависимость среднего квадрата ошибки оценки параметров f  и b 

ЛЧМ сигнала от ОСШ (N=512, K=16, f = 0,1, b = 10-5) 
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Рисунок 9 – Зависимость среднего квадрата ошибки оценки параметров f  и b 

ЛЧМ сигнала от ОСШ (N=512, K=32, f = 0,1, b = 10-5) 
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Рисунок 10 – Зависимость среднего квадрата ошибки оценки параметров f  и b 

ЛЧМ сигнала от ОСШ (N=512, K=64, f = 0,1, b = 10-5) 
 



ЖУРНАЛ РАДИОЭЛЕКТРОНИКИ, N1, 2016 

20 

 
Рисунок 11 – Зависимость среднего квадрата ошибки оценки параметров f  и b 

ЛЧМ сигнала от ОСШ (N=512, K=16, f = 0,1, b = 10-4) 
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Рисунок 12 – Зависимость среднего квадрата ошибки оценки параметров f  и b 

ЛЧМ сигнала от ОСШ (N=512, K=32, f = 0,1, b = 10-4) 
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Рисунок 13 – Зависимость среднего квадрата ошибки оценки параметров f  и b 

ЛЧМ сигнала от ОСШ (N=512, K=64, f = 0,1, b = 10-4) 
 
 
 

Из представленных графиков следует, что при малых Nfft средние квадра-

ты ошибок оценок, использующих ОПФ, практически не зависят от ОСШ и 

определяются частотным шагом используемого преобразования, а, следова-

тельно, основной вклад в выражение (11) вносит смещение оценки. С увеличе-

нием Nfft средние квадраты ошибок оценок, полученных с помощью ОПФ, сни-

жаются, а при малых ОСШ оказываются меньше, чем у метода ПЧВР.  



ЖУРНАЛ РАДИОЭЛЕКТРОНИКИ, N1, 2016 

23 

 Однако, при высоких значениях ОСШ средние квадраты ошибок оценок, 

полученных с помощью ПЧВР для параметра f, приближаются к нижней грани-

це Крамера-Рао и демонстрируют наилучшие результаты.  

Все рассмотренные методы не являются эффективными для оценки пара-

метра b, при малом числе отсчетов, поскольку они не достигают границы Кра-

мера-Рао. Тем не менее, при высоких ОСШ наиболее точным из них является 

метод ПЧВР, что является приемлемым для ряда прикладных задач.  

Кроме того, метод ПЧВР показывает наилучшее быстродействие, что 

отображено в таблице 1.  

 Поскольку рассмотренный метод предназначен для анализа относитель-

но узкополосных сигналов существует возможность значительного увеличения 

ОСШ за счет адаптивных процедур полосовой или низкочастотной фильтрации. 

 

Таблица 1.Сравнение вычислительной сложности ОПФ и ПЧВР одномодового 
сигнала 

Используемый метод Оценка числа операций 
Используемая 

память 

ПЧВР (Рисунок 1) O(4(2N–K–1)) N 

ПЧВР (Рисунок 2) O(2(3N–K–2)) N + K 

ОПФ (с временным шагом K 

отсчетов) 

O((N/K)Nfftlog2Nfft) 2Nfft 

ОПФ (с временным шагом 1 

отсчет) 

O((N–K)Nfftlog2Nfft) 2Nfft 

 

Заключение 

В статье рассмотрен быстрый алгоритм оценки частотно-временного рас-

пределения (ПЧВР) одномодового комплексного сигнала. 

1. Алгоритм обладает линейной зависимостью вычислительной сложно-

сти от количества отсчетов исходного сигнала, что даёт ему преимущество над 

другими методами при использовании в системах обработки сигнала в реаль-

ном времени и в системах, чувствительных к времени выполнения.   
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2. Наилучшие результаты данный алгоритм демонстрирует при ОСШ 

больших 30 дБ, что приемлемо для ряда прикладных задач. 

3. При высоких значениях ОСШ оценки, полученные методом ПЧВР, 

приближаются к границе Крамера-Рао. 

4. Для уменьшения ошибки оценки частоты при низких значениях ОСШ 

требуются дополнительные процедуры адаптивной фильтрации. 
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