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Аннотация. В работе рассматриваются вопросы оптимизации фильтров 

Мейкснера, основанные на анализе необходимого и достаточного условий 

оптимальности для параметра масштаба. Для формирования фильтров 

Мейкснера выполнено модифицированное билинейное преобразование над 

обобщенными непрерывными фильтрами Лагерра. Результатами проведенных 

исследований являются теоретическое обоснование выбора условия 

оптимальности, построенное на вычислении коэффициентов связи между 

функциями Мейкснера, и серия вычислительных экспериментов для 

подтверждения теоретических результатов. 

Ключевые слова: фильтры Мейкснера, модифицированное билинейное 

преобразование, коэффициенты связи, параметр масштаба, условие 

оптимальности. 

Abstract. The paper delves into Meixner filters optimization problem based on 

considering necessary and sufficient conditions for scale parameter optimality. 

Applying modified bilinear transform to continuous generalized Laguerre filters, we 

introduced Meixner filters. The findings of this research present the convincing 

explanation for the optimality condition. We employed connection coefficients to 

work out relations for Meixner-like functions to provide this evidence and conducted 

a series of computational experiments to show the validity of the proposed results. 

Key words: Meixner filters, modified bilinear transform, connection coefficients, 

scale parameter, optimality condition. 
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Введение 

Одним из общепринятых подходов к оценке технического состояния 

сложной динамической системы является идентификация ее характеристик 

через обработку сигналов с целью определения структуры и параметров 

математической модели системы в базисе ортогональных функций [1-4]. 

Введение параметра масштаба для базисных функций позволяет значительно 

повысить качество данной модели при заданном числе членов разложения 

ортогонального ряда. Как результат, задача оптимизации процедуры 

идентификации систем при представлении их оператора рядом Лагерра 

рассматривалась многими авторами [4-12]. Работа [12] является одной из 

первых в данном направлении, в которой отмечается, что решением задачи 

оптимизации является одно из пары условий, определяемых приравниванием 

m-ого и (m+1)-ого коэффициентов ряда Фурье нулю. Тем не менее, в работе [5], 

а в последующем в [6-8], авторы указывают на целесообразность использования 

лишь (m+1)-ого коэффициента для определения оптимального значения 

параметра масштаба. В свою очередь, авторы [9, 10] пришли к аналогичному 

заключению относительно функций Лагерра, но указывают на неоднозначность 

выбора условия оптимальности в общем случае. 

Сокращение количества условий снижает вычислительные затраты на 

решение задачи оптимизации параметров модели при обработке сигналов в два 

раза, так как при большом числе членов ряда возникает необходимость 

решения уравнений высокого порядка, в результате чего процедура 

оптимизации становится трудоемкой. Несмотря на значительное количество 

альтернативных менее ресурсозатратных, но квазиоптимальных алгоритмов 

поиска параметра масштаба, при решении ряда задач использование точного 

теоретического решения является критичным. Так в работе [13], автор 

указывает на необходимость использования именно оптимального алгоритма с 

использованием (m+1)-ого коэффициента разложения ряда Фурье для поиска 

значения параметра масштаба ввиду специфики предметной области [13-15], а 
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именно, для улучшения отклика формирователя луча и получения выходного 

сигнала без искажений [13]. 

Как отмечалось ранее, в приведенных работах указывается 

целесообразность выбора одного из возможных условий в качестве критерия 

оптимальности, но не приводится ясных обоснований как для частного случая 

[5-9], так и для обобщенных функций Лагерра [10]. В работе [16] предлагается 

строгое математическое доказательство уникальности критерия оптимальности 

для непрерывных обобщенных функций и фильтров Лагерра, а также 

расширение полученных результатов на случай дискретных фильтров Лагерра. 

Однако отмечается, что рассмотрение обобщенных дискретных фильтров 

Лагерра [17, 18] – фильтров Мейкснера – находится за рамками исследования и 

требует доработки и расширения математического аппарата. 

Таким образом, цель данной работы – определение условия оптимальности 

для фильтров Мейкснера, а также проведение серии экспериментов при 

решении практических задач обработки сигналов для подтверждения 

полученных результатов. 

2. Фильтры Мейкснера 

Пусть ( ) ( ) ( ) ∞

=
−=

0
2exp,

k
kk LL γτγτγτ αα  являются обобщенными 

непрерывными ортогональными функциями Лагерра, полученными из 

ортогональных полиномов для каждого фиксированного значения параметра 

масштаба Γ∈γ , где { }0: >∈=Γ γγ R , 0N∈k , { }1: −>∈∈ ααα R  в 

Гильбертовом пространстве ( )+R2L . Для данной базисной системы с весовой 

функцией ( ) αα ττω =  справедливо 

( ) ( )
( )

( ) nkknk LLL ,

2
,, δγγτγτ α

τω
αα

α = , 

где nk ,δ  – символ Кронекера, ( ) ( ) 12
!1 +++Γ= αα γαγ kkLk  – норма функций. 

Представленная ортогональная система функций имеет рациональное 

преобразование Лапласа [16] 
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Для формирования фильтров Мейкснера ( )ξα ,zGk  с действительным значением 

параметра 1<ξ  необходимо применить модифицированное билинейное 

преобразование [11] к выражению (1). Однако, так как мы имеем дело с 

взвешенными ненормированными функциями, отличными от представленных в 

[10, 11], представим пару билинейных преобразований в следующей форме 

( ) ( )









+
−

+
−=









+
−Λ

+
Λ

2

2
,

2

21
,

1

1

1
,

γ
γ

γ
γγ ααα

a

a
zG

a

a

z

z
a

z

z
s k

m

kk ֏ , (2) 
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
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Применив (2) к (1), получим следующее рациональное z-преобразование, 

соответствующее обобщенным дискретным фильтрам Лагерра или фильтрам 

Мейкснера 

( ) ( ) ( )( ) k

k z

z

z

z

z

z
zG 









−
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



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



−
+−

−
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ξ
ξ

ξ
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ξ
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α
α 1111

,
2

. (4) 

Заметим, что воспользовавшись (3) для решения обратной задачи, получим (1) 

из (4). Ряды Мейкснера ( )ξα ,ngk , соответствующие (4), также отличаются от 

аналогичных функций, рассмотренных в [11, 17, 18], и имеют норму 

( ) ( )( ) ( ) 112
1!11 +− −+++Γ= ααα ξξαξ kkgk . Важно также отметить, что 

полученные фильтры (4) являются рациональными функциями в отличие от 

рассматриваемых ранее [17, 18]. 

3. Математическая постановка задачи 

Функция ( )τf , для которой справедливо ( ) ∞<∫
∞

ττ df
0

2  может быть 

представлена в форме ортогонального ряда с погрешностью 
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( ) ( )( ) ( ) 2

1
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k
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+=
=∆ , (5) 

где m  – число членов ряда, коэффициенты разложения ( )
( ) ( )

( ) 2

,,

γ

γττ
γβ

α

α
α

k
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= . 

Пусть необходимо решить следующую задачу вида ( )γγ α
γ m∆= Γ∈minarg  

для каждого фиксированного 0N∈m  и { }1: −>∈∈ ααα R . 

Тогда необходимо потребовать выполнения следующих условий 

( )
0

d
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Найдя производную (5) и приравняв к нулю, можно записать 
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Тогда коэффициенты связи ( )γλα
nk ,

 [16, 19-21], следующие из 
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после преобразований могут быть представлены в виде 

( )
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Подставив (7) с учетом того, что ( ) ( )γλγλ αα
knnk ,,

−=  для диагоналей 

{ }1,1 +−∈ kkn , смежных с главной, получим 

( ) ( ) ( ) 0
,11 =

++ γλγβγβ ααα
mmmm . (8) 

Исходя из того, что ( ) 0
,1

≠
+

γλα
mm

 согласно (7), нулевым является как 

минимум один из коэффициентов [4-13, 16]. Справедливость условия 

( ) 01 =+ γβ α
m  для функций Лагерра ( )γτ ,0

kL  упоминается в работах [4-9, 11, 16], 

для дискретных фильтров Лагерра ( )ξ,0 zGk  – в работах [9, 11, 13], и, наконец, 

содержит математическое обоснование для обобщенных функций Лагерра 

( )γτα ,kL  в работе [16]. Расширим полученные результаты на случай 

обобщенных дискретных фильтров Мейкснера. 

4. Условие оптимальности фильтров Мейкснера  

Поставим задачу оптимизации фильтров Мейкснера ( )ξα ,zGk  по параметру 

ξ . Для этого зададим некоторую передаточную функцию ( )zH , определенную 

на окружности с радиусом больше 1 и меньше ξ1 , которая может быть 

представлена ограниченным ортогональным рядом со следующей 

погрешностью приближения 

( ) ( )( ) ( ) 2

1

2
ξξβξ ααα

k
mk

km g∑
∞

+=
=∆ , ( ) ( ) ( )ξξβ αα ,, zGzH kk = . 

Тогда задача оптимизации фильтров ( )ξα ,zGk  может быть представлена в виде 

( )ξξ α
ξ m∆= <1minarg  

и требует выполнения необходимого и достаточного условий оптимальности, 

соответственно 

( )
0

d

d
=

∆
ξ

ξα
m , 

( )
0

d

d
2

2

>
∆
ξ

ξα
m . 

Необходимое условие оптимальности сводится к выражению, аналогичному 

(8). Представим достаточное условие в виде 
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( ) ( ) ( ) ( )ξλξβ
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d 1
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2
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∆
, (9) 

где ( )ξλα
mm ,1+

 – коэффициенты связи для фильтров Мейкснера, полученные 

применением теоремы Парсеваля в z-плоскости к ( )γλα
nk ,

. 

Оценим знак (9) для каждого из случаев ( ) 01 =+ ξβ α
m  и ( ) 0=ξβ α

m . 

Случай 1. Предположим, что ( ) 01 =+ ξβ α
m . 

С учетом (7) и производной 

( ) ( )
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1 1,2,1
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d
+
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+ +++ −= m

m

m

m

m
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mmmm  

запишем (9) в виде 

( ) ( )( )
( )

( )( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )ξβξβ

ξ

ξλξλ
ξβ

ξ

ξλ

ξ
ξ αα

α

αα
α

α
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22
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2

2
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d

d
+
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∆
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m

m

m

m
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mmmmmm . (10) 

Исходя из (10), принимая во внимание тот факт, что ( ) ( ) 0
1,2,1

>
+++

ξλξλ αα
mmmm

 

согласно (7), можно сделать вывод, что 

( )
0

d

d
2

2

>
∆
ξ

ξα
m  при условии ( ) ( ) 02 <+ ξβξβ αα

mm . (11) 

Важно заметить, что для коэффициентов ( )ξβ α
m , выраженных через 

фильтры Мейкснера (4), справедливо следующее рекуррентное соотношение. 

( ) ( ) ( )ξβξβξβ ααα
1

1
+

+ += mmm . (12) 

Соотношение (12) аналогично представленному в [16] для обобщенных 

непрерывных функций Лагерра, однако имеет противоположный знак. 

С учетом допущения, что ( ) 01 =+ ξβ α
m , из (12) следует справедливость пары 

равенств 

( ) ( )ξβξβ αα 1+= mm , ( ) ( )ξβξβ αα 1
12

+
++ = mm . (13) 

Предположим, что ( ) ( ) 02 <+ ξβξβ αα
mm . Подставляя (13), а затем (12), получим 
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( ) ( ) 01
1

1 <+
+

+ ξβξβ αα
mm , ( ) ( ) ( )( ) 0121 <− +++ ξβξβξβ ααα

mmm , 

откуда 

( ) ( ) ( )( ) 0
2121 <− +++ ξβξβξβ ααα

mmm . (14) 

Для справедливости (14), необходимо, чтобы выполнялось неравенство 

( ) ( )ξβξβ αα 21 ++ > mm . (15) 

Применяя рекуррентное соотношение (11) к последнему неравенству, 

получим ( ) ( ) ( )ξβξβξβ ααα 1
1

11 +
+

++ +> mmm , откуда с учетом неравенства 

треугольника ( ) ( ) ( ) ( )ξβξβξβξβ αααα 1
1

11
1

1 +
+

++
+

+ +≤+ mmmm  следует справедливость 

(15), а, следовательно, и (14) и гипотезы (11). Таким образом, условие 

( ) 01 =+ ξβ α
m  решает задачу ( )ξξ α

ξ m∆= <1minarg . 

Случай 2. Предположим, что ( ) 0=ξβ α
m . 

Проведя ряд аналогичных преобразований, можно заключить 

( ) ( )

( )
( ) ( )

( )( )
( )

( )( ) 0
2

12

2

112
,1,11, <− ++−

++− ξβ
ξ

ξλ
ξβξβ

ξ

ξλξλ α

α

α
αα

α

αα

m

m

mm

m gg

mmmmmm , 

что, в свою очередь, свидетельствует о том, что ( ) 0=ξβ α
m  решает задачу 

( )ξξ α
ξ m∆= <1maxarg . 

5. Экспериментальные исследования 

С целью подтверждения теоретических результатов относительно 

справедливости выбранного условия оптимальности фильтров Мейкснера, 

проведем ряд вычислительных экспериментов. Зададим передаточную 

функцию впуска сверхзвукового реактивного двигателя [16, 22] в виде 

( ) ( )
252.07478.0584.1546.2333.3433.34.2

2997.04105.1636.38189.557.69825.4034.2
234567

23456

−+−+−+−
+−+−+−=

zzzzzzz

zzzzzzz
zH . 

Необходимо решить задачу ( )ξξ α
ξ m∆= <1minarg  для фиксированных 

{ }25.0,05.0,15.0−∈α  и 4..0=m , рассчитав значения нормированных 
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погрешностей ( ) ( ) 2
Hmm ξξδ αα ∆=  на всем диапазоне 1<ξ . Решения 

уравнения ( ) 01 =+ ξβ α
m  отмечены маркерами на рисунке 1, где в качестве 

начального приближения выбрано значение 0ξ = 0.48. Численные значения 

результатов проведенных экспериментов представлены в таблице 1. 

 

(a) 

 

(b) 
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(c) 

Рис. 1. Графические зависимости ( )ξδ α
m  при изменении 4..0=m : 

(a) 15.0−=α ; (b) 05.0=α ; (c) 25.0=α  

Таблица 1. Численные значения результатов экспериментов 

15.0−=α  

m ξ  ( )ξβ α
m  ( )ξβ α

2+m  

0 0.004 2.015 -0.348 

1 -0.304 0.768 -0.106 

2 0.597 0.826 -0.045 

3 0.546 0.187 -0.089 

4 0.433 0.247 -0.208 

05.0=α  

m ξ  ( )ξβ α
m  ( )ξβ α

2+m  

0 0.009 2.053 -0.333 

1 -0.314 0.796 -0.105 

2 0.594 0.828 -0.046 

3 0.541 0.199 -0.099 

4 0.409 0.336 -0.205 
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25.0=α  

m ξ  ( )ξβ α
m  ( )ξβ α

2+m  

0 -0.016 2.098 -0.321 

1 -0.032 0.826 -0.103 

2 0.593 0.83 -0.052 

3 0.531 0.238 -0.105 

4 0.391 0.416 -0.194 

 

Представленные на рисунке 1 графические зависимости с отмеченными 

маркером значениями глобального минимума, являющегося решением 

уравнения ( ) 01 =+ ξβ α
m , соответствуют ( )ξξ α

ξ m∆= <1minarg  и совпадают с ξ , 

представленным в таблице 1. Совпадение точек локальных максимумов и 

минимумов на всем диапазоне 1<ξ  также свидетельствует о том, что условие 

( ) 0=ξβ α
m  решает альтернативную задачу ( )ξξ α

ξ m∆= <1maxarg . В таблице 

также приведены значения ( )ξβ α
m  и ( )ξβ α

2+m  при оптимальном ξ  для проверки 

справедливости неравенства ( ) ( ) 02 <+ ξβξβ αα
mm , положенного в основу 

теоретических исследований. Как видно из представленных значений, данное 

неравенство является справедливым для каждого { }25.0,05.0,15.0−∈α  и 

4..0=m . 

6. Выводы 

Рассмотрена задача оптимизации фильтров Мейкснера ( )ξα ,zGk  по 

параметру ξ . В результате проведенных теоретических исследований было 

получено и строго обосновано, что лишь одно из пары возможных условий, а 

именно, ( ) 01 =+ ξβ α
m  является решением задачи ( )ξξ α

ξ m∆= <1minarg , 

обеспечивающей минимум-миниморум погрешности приближения. В свою 

очередь, установлено, что ( ) 0=ξβ α
m  дает решение ( )ξξ α

ξ m∆= <1maxarg . 
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Для подтверждения теоретических результатов проведена серия 

вычислительных экспериментов для передаточной функции впуска 

сверхзвукового реактивного двигателя при { }25.0,05.0,15.0−∈α  и 4..0=m . 

Полученные результаты отметили целесообразность проведенных 

исследований и адекватность найденного условия задачи оптимизации. 

Практическим приложением предложенных в работе фильтров Мейкснера 

( )ξα ,zGk  является возможность представления медленно возрастающих 

функций меньшим числом членов ряда m  за счет использования параметра α  в 

отличие от дискретных фильтров Лагерра, а также применения в задачах 

синтеза фильтров, ввиду того, что ( )ξα ,zGk  представляют собой рациональные 

функции. 
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